Eitt bi-problem

PER HAGGMARK

Vi dr omgivna av en massa problem. Problem som berikar oss om vi 16ser dem
tillsammans. Men det giller att vara observant och verkligen fanga in och ritt for-
mulera problemstillningarna. Per Hdiggmark, Institutionen Lararhogskolan i
Maélndal, ger hir ett exempel. Tillsammans med sina ldrarkandidater pA mellansta-
dieldrarlinjen har han i en férdjupningskurs i matematik studerat hur en cell i en

honungskaka &r konstruerad.

Vart mal var att tillverka en forstorad modell i
papp av en cell i en honungskaka. Modellen
borde vara sapass stor att den kunde anvindas
som demonstrationsobjekt pa en biologilektion.

De flesta kédnner till att bina forvarar den
insamlade honungen i lika stora celler, som till
storre delen dr formade som regelbundna sexsidi-
ga prismor. Prismorna &4r gjorda av vax och
bildar kakor, som hénger lodritt i bikupan. Varje
vaxkaka bestar av tva lager av mot varandra
stillda vaxprismor.

Mindre vidl kint dr att cellernas botten (se
figuren dar botten 4r riktad uppat) bestar av tre
sinsemellan kongruenta romber och att varje cell i
sin botten grinsar mot tre andra celler, d v s har
en romb som gemensam mellanviagg med var och
en av de motstdllda granncellerna.

Redan i borjan av 1700-talet hade for biodling
intresserade naturvetare funnit att de ndmnda
rombernas vinklar var i det nirmaste 110° resp
70°.

I litteraturen hade vi ldst att honungscellerna var
tillverkade sa att byggnadsmaterialet anvindes s&
sparsamt som mdjligt. Denna byggnadsprincip
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férklarade varfor cellerna var formade som regel-
bundna sexsidiga prismor. Vi visste ndmligen dels
att av alla »-horningar med konstant area, var
den regelbundna #-horningen den som hade den
minsta omkretsen, och dels att tdnkbara n-varden
varn=3,n=4ochn=6.

Andra n-varden skulle ge upphov till opraktis-
ka och materialslukande mellanrum mellan celler-
na.

Av de tre mojligheterna var n =6 den fordelak-
tigaste eftersom omkretsen hos en regelbunden n-
horning med konstant area blir mindre ju stérre n
ar.

Vi ville nu dvertyga oss om att prismats *’rom-
biska’’ avslutning var byggd enligt principen: S&
litet byggnadsmaterial som mojligt skall anvin-
das.

Vi resonerade pa foljande sitt (se fig). Om man
utgar fran ett rakt, sexsidigt, regelbundet prisma,
s& kan honungscellens form erhallas ur prismat
om tre av prismats horn avskirs si som figuren
antyder. Pyramiden med basytan ACP och spet-
sen B kan ténkas vriden kring AC, s& att den
bildar en pyramid med basytan ACQ och spetsen
S. Om S ligger i planet genom A, B och C, sa ar
fyrhérningen APCQ en romb.




Om tre motstdende horn i prismat avskdrs pd  Begriansningsarean hos cellen fordndras emeller-
detta sitt, och om de avskurna pyramiderna tid. Dess storlek beror av vinkeln mellan romber-
placeras pa prismats basyta, sa blir volymen av  na och prismats basyta. Vi maste nu tillgripa litet
den erhallna kroppen lika stor som volymen av  matematik for att kunna avgora hur cellens totala
det ursprungliga prismat. begrinsningsarea beror av denna vinkel.

Vi forutsitter kannedom om de trigonometriska
funktionernas definitioner.
B c Lat oss anta att sidan i prismats basyta dr
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a lingdenheter och att det ursprungliga prismats
hojd ar A langdenheter. Da ar
AB = BC = a, RB = —Z—ochAC = aV3.
30-60-90-graderstriangel

Om vinkeln mellan romben APCQ och basytan i
prismat dr ¢, sa dr vinkeln mellan RB och RP
ocksa ¢.

Harav far vi

BP:ﬁotangoochRP= a
2 2¢cos ¢
Rombens area blir
. 2./3
(AC) (PQ)=a\/§. a _ a*V3
2 2°cos ¢ PANVR

Varje sidoyta ér ett parallelltrapets med arean

2
(h+(h_..”2_tan o)) - % = ah—%—-tatup

Den totala begransningsarean bestar av arean av
tre romber och sex sidoytor, dvs

2, /3 2
A((p) = M+6(ah_a_o tan W) —
2*¢cos ¢ 4
2 Iy
= bah +3i . (4V37— tan @),
2 Cosy

dar 0< o< 90°.

A(p) antar sitt minsta viarde niar funktionen

o) =

—tan ¢
cos ¢
har minimum.
Med minirdknarens hjalp fann vi att f{e) har
minimum da 30° < ¢<40°. En noggrannare un-
dersokning gav tabellerna

@° Je) @° Jl)
34,5 1,41440 35,1 1,414222
35,0 1,41424 35,2 1,414215
35,5 1,41423 35,3 1,414214
36.0 1,41439 35,4 1,414220

varav vi drog slutsatsen att minimum intrdffar
for ¢ =~ 35,3°
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(Deriveringstekniken var inte kdnd av deltagarna
i kursen, men den metoden ger
V3ssing-1

cos® ¢

Sle) =

1
"(¢) = 0 ndr sin g = —
4 V3

och f

min

= V2 for ¢ = 35,26°)

Vi kunde nu berédkna vinklarna i romben APCQ.
Om vinkeln mellan QA och QC &r v, sa géller att
a3
2
a

RC
tan = — =
RQ

N|<

2+cos ¢

= V3-+cos ¢ = V3 cos 35,3°

varav
v = 109,5°
a
!
o
2
A R ¢

P

Vi fann saledes att rombens vinklar dr ungefar
109,5° resp 70,5°, vilka vdrden Overensstimmer
vil med de uppmiitta viardena 110° resp 70°. Det
forhaller sig tydligen s& att bina tillverkar sina
honungsceller, s& att materialatgdngen 4r mini-
mal.

I sjilva verket hade vi gjort vara berdkningar
pa en nagot idealiserad honungscell. I verklighe-
ten dr det sexkantiga regelbundna prisma, som
utgér huvuddelen av en honungscell, inte rakt
utan lutar cirka 3° eller 4° snett uppat fran
horisontalplanet, antagligen for att honungen
inte skall rinna ut innan Oppningen tickts med
vax,

Man kan endast spekulera over hur det kan
komma sig att bina instinktivt bygger sina celler i
Overensstimmelse med en ekonomisk sparsam-
hetsprincip.



Sa till tillverkningen av pappmodellen. Vi konsta-
terade foljande. Om man viljer det teoretiskt
berdknade, exakta virdet

. 1
sing = —
MY
s blir forhallandet mellan diagonalerna i romben
APCQ

AC

PQ

vilket innebir att vinklarna i romben ar lika stora
som vinklarna mellan diagonalerna i en pappers-
rektangel av formatet A4. Forhallandet mellan
sidorna i ett A-format &r som bekant 1:V2 (se t ex
Per Olof Lundgrens artikel i Ndémnaren 3, 81/
82). Denna enkla observation underldttade till-
verkningen av modellen.

Vi valde att lata sidan i basytans regelbundna
sexhdrning vara 5§ cm och cellens héjd 20 cm.

Jecosep = V3~ l—%=\/§,

Cellens hojd skall namligen vara ungefdr dubbelt
sa stor som cellens vidd. Om tillgdngen pa nektar
ar god pastas bina gora dnnu djupare vaxceller.

Vi astadkom dédrmed en modell, som var cirka
20 ganger storre (lateralforstoringen) dn en bicell,
och saledes rymde 8 000 ganger mer honung dn
en verklig honungscell.

Idén till denna verksamhet under tillvalskursen i
matematik fann jag i en artikel av Martin Kindt,
Raumgeometrie auf der Oberstufe, i boken
Fragen des Geometrieunterrichts, utgiven av Stei-
ner och Winkelmann, Aulis Verlag Deubner & Co
KG, Kéln 1981.

I Kindts artikel finns en kompletterande dis-
kussion om rymduppfyllande polyedrar, varav
den sa kallade rombiska dodekaedern 4r en (se
figuren). Vissa horn i denna dodekaeder, de som
bildas av tre romber, har samma form som bicel-
lens botten, vilket Kepler sdgs ha observerat.
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