Upptickter med datorn — 4

Konsten att berakna =

LENNART RADE

For en tid sedan skrev en hogstadieelev till Ndmnaren och ville ha 7= med de fors-
ta etthundra decimalerna for att lira sig utantill!

Talet har alltid fascinerat och lockat, inte minst sifferjigarna. Hir beréttar
Lennart Rdde om talets historia och om metoder att bestimma nidrmevirden. Han
tar ocksd upp korrespondens med lidsare och anvindare av tidigare artiklar i se-

rien — och nya datoraktiviteter.

Ett tal med historia

Talet = dr ett fascinerande tal med en fingslande
historia, som man kan ta del av i den intressanta
boken A History of «, som ir skriven av den
tjeckiskfodde elektroingenjoren Petr Beckmann.
Haér skildras upptédckten av o och hur de forsta
berdkningarna av ndrmevirden till = utfordes av
egyptier och greker. Vidare berittar boken om
hur ménga kinda matematiker som Huygens,
Newton, Leibniz och Gauss bidragit till talets
matematik. Att « dr ett irrationellt tal visades
1761 och att det ar transcendent dvs inte kan vara
rot till en algebraisk ekvation visades 1882. I Petr
Beckmanns bok dgnas ett kapitel at *’sifferjagar-
na” dvs de personer, som under tidernas lopp
berdknat = med allt fler och fler decimaler fran
den hollindske matematikern Adriaan Antho-
niszon (1527—1607), som berdknade 7 med sex
decimaler fram till William Shanks, som 1873
publicerade ett nirmevarde med 707 decimaler,
av vilka dock tyvidrr de 180 sista var felaktiga. I
juli 1984 meddelade dagstidningarna att man vid
Tokyo University berdknat = med 16 miljoner
decimaler. Berdkningen gjordes av en superdator
och fullbordades p& 24 timmar. Det rapportera-
des att man inte tdnkte publicera alla decimaler-
na.

Arkimedes metod

Arkimedes fran Syrakusa (287—212 f Kr) berik-
nade ndrmevirden till = genom att berdkna om-
kretsarna av regelbundna manghérningar, som ir
in- och omskrivna en given cirkel. Arkimedes
metod beskrivs pa foljande sétt i en av vara dldsta
svenska larobocker i matematik Tillimpning av
Arithmetiken, Geometrin och Plana Trigonomet-
rin uti Allmdnna Lefvernet, utgiven av Fredric
Palmquist ar 1750.

Om vi forestilla oss en ordentelig mangkant,
af ganska manga eller sma sidor, vara inne-
skrifven i en sirkel, finnes litteligen, at hvar
och en sida foga skiljer sig frin bdgen, hon
subtenderar, och at den lille skilnaden dr
mindre, dd sidorna dro mdnga, dndad de dro
fa; foljakteligen mdste summan av alla dessa
sidor figa skilja sig fran den omskrefne sirke-
lens omkrets. Dock, som hvar och en sida i
sjelfva verket dr mindre dn bdagen, hon subten-
derar, sd dr och summan av alla dessa sidor,
det dr, mdnghorningens omkrets verkeligen
mindre, dn den omskrefne sirkelens omkrets.
Om vi sedan forestilla oss kring samma sirkel
en mdngkant vara omskrefven, som med den
inneskrefne dr likformig, sa dr klart, at i det
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stiillet den inneskrefne mdngkantens omkrets
vara mindre, dn sirkelen, dr nu den omskref-
nas storre. Detta dr den vdgen, som Archime-
des, Ludolf fran Ceulen, med flera av de
forne geometrer folgt dd de upptikt, att dia-
matern uti en sirkel forholler sig till omkretsen
som 1 til

3,141 592 653 589 793 238 426 433 832 795.

Lagg marke till att Palmquist ger ett ndrmevirde
med 30 decimaler. Flodesdiagrammet i figuren
beskriver Arkimedes metod i form av ett dator-
program i BASIC.

A=2:R=0

N=N~+1

R=SQR((1+ R) /2) +

A=A/R:B=A/R

A 4

f PRINTN, A, B ;

Variabeln N anger antalet iterationer och variab-
lerna A och B anger lingderna av regelbunda
polygontag med 1, 2, 4, 8,... sidor (mangkanter i
Palmquists terminologi), som &r in- respektive
omskrivna en halvcirkel med radien 1, se figur.

7 med 200 decimaler

= 3. 14159 26535 89793 23846 26433
83279 50288 41971 69399 37510
58209 74944 59230 78164 06286
20899 86280 34825 34211 70679
82148 08651 32823 06647 09384
46095 50582 23172 53594 08128
48111 74502 84102 70193 85211
05559 64462 29489 54930 38196

Detta nidrmevirde beraknades forsta gangen
av tysken Johann Martin Zackaris Dase, om
vilken beréttats i en tidigare artikel i Namna-
ren i denna serie. Ett ndrmevirde med 1 600
decimaler finns i (4).

Vi gar inte hdr in p4 den matematiska eller
geometriska hidrledningen av denna algoritm utan
hinvisar till bockerna (2) och (3) i litteraturfor-
teckningen nedan. Med ett program fick jag ett
niarmevirde till # med 14 korrekta decimaler efter
29 iterationer.
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Forbiittring av Arkimedes metod

med Richardson-extrapolation

Om man vid kérning av ett datorprogram enligt
programmet ovan skriver ut felen 7 - 4 och B -,
s& finner man att felet vid varje approximation
ganska ndra multipliceras med 1/4. Konvergens-
faktorn ar 1/4. Om A, dr nirmevirdet efter n
iterationer, sa giller alltsa

A, =7+ k/4".

n

Harav foljer att

A =7+ k/4"t!

n+1

och alltsa att
= (44, - A)/3.

Denna metod att forbittra konvergensen hos ett
iterationsforfarande kallas Richardson-extrapola-
tion. Metoden tillimpas i programmet i figuren
nedan. Med ett sadant program fick jag ett nér-
mevirde med 14 korrekta decimaler redan efter
12 iterationer.

Arkimedes algoritm, forbattrad version

A

[ R=SQR((1+R}/2):A= A/R]

/ PRINT N, ('4A -C)/3 7
l R




Andra metoder att berikna 7

Den medeltida filosofen Nicolaus Cusanus upp-
tackte ar 1450 en elegant forbattring av Arkime-
des metod. Denna beskrivs i bockerna (2) och (3).
I var tid har en ytterst snabb algoritm konstru-
erats. Den kallas Brent-Salamins algoritm och
den utnyttjar foljande formler. Forst berdknas
tvé talfoljder a, och b, med startvirdena a,=1
och by =1/V2 enligt féljande rekursiva formler

y= (a,_, + b, /2, b,= Va, b, ;.
Sedan definieras
d,=a;-b]
och slutligen beridknas A, enligt formeln
LA

1 - (4d, + 8d, +... + 27*'d)

n

I sjalva verket ar det denna algoritm som anvan-
des dd man vid Tokyo University beriknade =«
med 16 miljoner decimaler. Det rapporteras att
redan A4, ger ett ndrmevirde till = med 178 000
korrekta decimaler.

Datoraktiviteter
Hair foljer nu en svit 6vningar:

1. Berdkna ndrmevirden till # med Arkimedes
algoritm och Arkimedes forbéttrade algoritm.

2. Den forbittrade algoritmen ovan kan i sin tur
forbéttras pa liknande sétt. Hirled hur det ska
ske och kér motsvarande program pa dator eller
programmerbar minirdknare.

3. Berdkna nidrmevirden till # med Brent-Sala-
mins algoritm.

4. Ar 1593 publicerade den franske amatérmate-
matikern Francois Viéte, Seigneur de la Bigotiére,
foljande formel.

2 _V2 N24V2 N2+V24V2,
T 2 2 2 ’

Anvind den for att berdkna ndarmevirden till «.

5. Ar 1655 publicerade John Wallis, professor i
geometri i Cambridge i England, féljande formel.
T_2,2,4,4.6.6 8 8,

2 1 3 3 5 5§ 7 7 9

Anvind Wallis formel for att berdkna nir-
mevérden till 7.

Hor giarna av Dig med kommentarer, resultat
och program till dessa ovningar. Adressen till
forfattaren dr Matematiska Institutionen, Chal-
mers Tekniska Hogskola, 412 96 Goteborg.

Korrespondens

Ove Carlsson vid Toreboda Centralskola har i tre
trevliga brev berittat om hur han och hans elever
i teknologi i arskurs 9 arbetat intensivt med
problem i denna artikelserie. Eleverna i Toreboda
skriver sina program huvudsakligen i PASCAL
och de anvander en HP 150 B dator med blick-
straleskrivare. Eleverna i Téreboda har med vil
utformade program funnit att

79 532 853 - 93 758 479="745 687 932 781 587
samt att

8!9=281 474 976 710 656. Vidare har de mycket
riktigt kunnat konstatera att det bara finns ett
fakultetstal med tre siffror namligen 145, ty

145=1! + 4! + 5!,

De har ocksa skrivit trevliga primtalsprogram och
program i anslutning till hagelkornstalen. Vidare
har d¢ med programmerbara minirdiknare be-
handlat féljande problem.

1) Studera forhallandet mellan volym och av-
standet fran toppen till vitskenivan i ett klot,
som &r delvis fyllt med vitska.

2) Vilken langd kan en brida ha som en snickare
bar horisontellt nidr han ska passera ett hérn i
en korridor, om de bida korridorbredderna ir
2 respektive 3 m. (Detta &r ett klassiskt pro-
blem som ibland formuleras i anslutning till
president Lincolns séng!)

3) En person gar pa auktion. Han skall képa 100
djur for tillsammans 500 kr. En ko kostar
50 kr, en gris 10 kr och en héna 1 kr. Hur
mdnga kor, grisar och héns kan han képa?

Kjell Jarl tjanstgér vid Jonsboskolan i Langshyt-
tan. Han skriver och berdttar att hans skola
skaffat ett Microbee Stjirnnit med en huvudsta-
tion och 12 arbetsstationer. Kjell har utnyttjat
anldggningen for att skriva program fér hagel-
kornstal och fakultetstal. Hans program ger vil-
digt fina utskrifter.

Tack, Ove Carlsson och Kjell Jarl! Men 4r det
bara i Toreboda och Langshyttan som det finns
personer med intresse for dylika datoraktiviteter?
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