Linda Marie Ahl & Ola Helenius

Proportionella resonemang

— Hur undervisar man om det?

Efter att betydelsen av proportionella resonemang har lyfts i fyra tidigare
artiklar diskuterar forfattarna nu fem aspekter som enligt flera decenniers
forskning ar kritiska for undervisningen.

med matematikundervisning. Vi tror att alla lirare enas i en dnskan

om att alla vra elever ska bli siikra pa att [6sa olika uppgifter och pro-
blem, men hur vi skand dit rider det delade meningar om. En strategi éir att lata
eleverna rikna 1000-tals uppgifter i lirobocker. Da finns chansen att eleverna
redan har [6st en i princip likadan uppgift nir det kommer till skarpt lige med
provrikningar och nationella prov. Fsrhoppningsvis minns eleverna vilka pro-
cedurer de anviinde och kan anligga dessa utan justeringar till en ny 18sning.
Det handlar inte sd mycket om att analysera situationen utan mer om att vara
bekant med alla méjliga situationer som eleven kan tinkas behdva behirska
i en provsituation. Det tror vi inte ir det bista sittet att lira elever nigot om
matematik. Vi foresprakar istillet en undervisningsstrategi som gar ut pa att
eleverna ska identifiera vilken matematisk idé som iir i spel i de situationer som
de stills infor. De ska till exempel med medvetenhet kunna avgora om situa-
tionen ir additiv, multiplikativ, exponentiell eller en blandning av dessa. P4 sa
sitt kan eleven kinna sikerhet i sina Iosningsstrategier i en mingd olika situa-
tioner och se att samma idéer dyker upp i olika matematiska omraden. Samma
idéiny kontext.

Den mest genomsyrande matematiska idén i grundskolematematiken #r
proportionella resonemang. Vi har skrivit om proportionella resonemang och
hur viktiga de ir i fyra tidigare artiklar: Varfor dir det sd svdrt att rikna ut hur
lang tid det tar om vi hjdlps dat? Varfor dr det sd svdrt att rikna ut hur mycket
Borje har bantat? Varfor dr det sd svdrt att rikna ut den genomsnittliga hastig-
heten? och Forhdllanden, sammansatta enheter och proportionella resonemang.
Man kan utan att dverdriva siga att vi idogt har fort fram betydelsen av pro-
portionella resonemang. I den hir artikeln kommer vi att flytta fokus till vad
som iir viktigt att tinka pd nir man undervisar om proportionella resonemang,

Vi gir rakt pd sak. Det finns fem aspekter som ir kritiska for om dina elever
kommer bli bra pd proportionella resonemang. Det hiir vet vi frin omfat-
tande forskning med samstimmiga resultat frin 1980-talet fram till idag. Vi
kallar dem fem nycklar for att forstd proportionella resonemang. Dessa iir sam-
tidigt lirarnycklar for att planera genomtinkta undervisningssekvenser om
proportionella resonemang.

D et finns olika sitt att forhalla sig till matematikundervisning och malet
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Nyckel I: Lir eleverna att jdmfora olika vardagssituationer och
avgora om de dr additiva eller multiplikativa

Vad menas med det och vilka uppgifter ir det egentligen som jag ska lita mina
elever arbeta med? Vi illustrerar med nigra exempel. De forsta uppgifterna ir
limpliga for mellanstadiet men om eleverna inte har arbetat med detta sa ir det
hog tid pa hogstadiet. Jimfor foljande situationer och fundera pé vad det ir for
skillnad.

Situation 1: Sara och Johan springer lika fort runt en I6parbana. Johan star-
tade forst. Nar Johan har sprungit 4 varv har Sara sprungit 2 varv. Hur langt
har Sara sprungit nar Johan har sprungit 8 varv?

Situation 2: Petra och Tina lastar 1ddor i en lastbil. De startade samtidigt
men Tina arbetar snabbare. Nar Petra har lastat 40 l&dor har Tina lastat 160
lddor. Hur manga lador har Tina lastat nar Petra har lastat 80 lador?

Har du funderat klart? Hir har vi tva situationer som illustrerar tva olika mate-
matiska idéer. Situation 1 4r additiv och situation 2 ir multiplikativ. De elever
som har litt for matematik och kan lisa svenska har naturligtvis inga som helst
problem med att l6sa dessa berikningsmissigt enkla uppgifter. Men vildigt
manga elever behdver undervisning som hjilper dem att uppmiirksamma att
detir skillnad pa situationerna och att de dirfor kriver
olika 18sningsstrategier. Det dr mycket vanligt att det
didaktiska kontraktet kickar in och att eleven snabbt
beriknar ett svar med hijilp av den metod som senast
har varit pd tapeten i undervisningen. Har eleverna
adderat mest pa sistone si anvinder de en additiv stra-
tegi och har de multiplicerat mest s anvinder de en
multiplikativ strategi. Utan eftertanke. Det ir inte alls
konstigt, men om eleverna istillet for att rikna ut upp-
gifterna far till uppgift att avgdra om situationerna ir
additiva eller multiplikativa (och senare dven expo-
nentiella) s& kommer de att ha en vana av att {6rst tinka efter. Det kan ocksé
vara bra att slinga in en och annan slamkrypare bland de situationer dir elev-
erna ska identifiera vilken matematisk idé som ir i spel. Situationer av den hiir
typen gor att de méste vara extra uppmirksamma:

Det didaktiska kontraktet handlar

om elevernas och lararnas rolleri
klassrummet. Ett konkret exempel kan
beskrivas som att elevernas jobb dr att
snabbt och enkelt producera svar pa
uppgifter. Lararens roll &r att hjalpa till
genom att sdga hur eleven ska gora
istallet om berakningen ar fel.

Situation 3: En strakorkester med 15 musiker spelar en konsert pa 2 timmar.
Hur 1dng tid tar det for en strakorkester med 30 musiker att spela samma
konsert?

Bli inte férvinad om flera av dina elever foreslar att situationen ir proportio-
nellt multiplikativ och dirfor striicks konserten ut till i konsertmatt mitt fyra
olidligt linga timmar. Alternativt kan de foresl att med den dkade styrkan i
omvind proportionalitet kommer att riva av konserten pi en timme. Poiingen
med uppgiften ir att illustrera for eleverna att det finns situationer dir den ena
variabeln ir oberoende av den andra.

Vi avslutar presentationen av nyckel 1 med ett konkret undervisningsfor-
slag. Skriv ned olika situationer pa spelkortsstora rektanglar pi A4-papper.
Kopiera, laminera och klipp isir. Lat eleverna arbeta i par med att identifiera
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den underliggande matematiska idén i situationen. De elever som ir snabbt
klara kan ocksé berikna svaren pd uppgifterna i vintan pa sina klasskamrater.
Diskutera i helklass och var siirskilt uppmirksam pa elevernas feltink. Det ir,
enligt var erfarenhet, genom att kiinna felen som vi blir bittre pa att identifiera
vad som ir det ritta.

Nyckel 2: Lir eleverna att identifiera den multiplikativa
strukturen i proportionella situationer

Vad menas med det? Som vi har beskrivit i Nimnaren 2018:1 kan proportioner
definieras antingen som en funktion eller som en likhet mel-

lan tva forhallanden: Forhallandena kan ocksé skrivas
e_¢c med notationen a:b ellerien
b d form dar taljaren a forhaller sig till

namnaren b da den ar 100, dvs det
vi kallar enhet per hundradel eller
procent ratt och slatt.

Som en direkt foljd av att vi har tva férhillanden som kan skri-
vas pi brikform tillsammans med likhetstecknet som visar
att den multiplikativa relationen mellan tiljare och nimnare i
bide hogerled och vinsterled ir lika, kan vi enkelt identifiera
en obekant da tre kvantiteter ir givna.

Vi tar ett exempel. Den hiir representationen beskriver en situation som vi
anvinder i ett material for drskurs 2. Situationen ir att Lilla bjorn och Stora
bjorn ska ut pa picknick. Barnen far veta att Stora bjorn alltid har 3 ginger sa
mycket mat som Lilla bjérn i sin ryggsick. Via den informationen kan barnen
identifiera alla relevanta multiplikativa relationer som finns mellan Lilla bjérns
och Stora bjorns packning. Bilden nedan illustrerar att Lilla bjorn har 4 ipplen
och Stora bjorn 12 dipplen. Nu iir frigan hur manga bananer Stora bjérn har om
Lilla bjorn har 1 banan.

Genom att representera den proportionella situationen med en fyrkants—
modell kan barnen ni svaret genom att jimfora bjornarnas packningar. Alla
multiplikativa relationer som finns i den hir situationen r beskrivna i bilden.
Hir far barnen tidigt bekanta sig med finessen med inversen. Om de vet hur
manga bananer Lilla bjorn har sa kan de litt multiplicera med 3 for att berikna
hur manga bananer Stora bjorn har. Om de istillet fir veta hur ménga ipplen
Stora bjorn har kan de berikna hur manga dpplen Lilla bjorn har genom att
multiplicera med inversen till 3 som ir 1/3, vilket ocksd dr samma sak som att
utfora den inversa operationen till multiplikation, som ir division. Nir man
introducerar dettasitt att tinka kan man ocksi opereramed en tabellformeller
helt enkelt rita upp viskor och rita pilar emellan och skriva upp relationerna.

1
>< —
3

/\
/m

)
1 ?)
1
X = x4 x4| | x=
4
4 12
e
Lilla bjérns véaska Stora bjorns vaska
med 4 &pplen och 1 med 12 &pplen
1 banan X = och ? bananer
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Miingden situationer dir proportionella resonemang ir tillimpliga genomsy-
rar skolmatematiken och dven fysikimnet. Det ir dirfor virdefullt for elever-
nas utveckling att borja 6va pa att identifiera den multiplikativa strukturen i
proportionella situationer tidigt i sin utbildning. Bjdrnuppgiften ir limplig for
elever i drskurs 2 och 3. Nir de kommer upp pa mellanstadiet, hogstadiet och
gymnasiet finns det mingder av proportionella situationer dir tre kvantiteter
ir givna och den fjirde saknas inom alla matematiska omriden som behandlas.

Vi foreslar att du viljer ett par uppgifter av den hir sorten fran varje kapitel
i den lirobok du anvinder. Anvind sd minga lektioner som du behover for att
"undervisa pa tviren” genom boken och visa att ssmma idé dyker upp overallt
och att samma resonemang kan anvindas for alla proportionella situationer.
Ofta dr det nddvindigt att anvinda en implicit etta for att f3 till en fyrkants-
modell med tre kiinda och en okiind kvantitet. Med det menar vi att alla formler

av karaktiren b
a=-

c
ocksa kan skrivas som a b
1 ¢

Om man tinker pa det s finns det ingen énde p4 alla liroboksuppgifter som
kan beskrivassom en proportionibetydelsen en likhet mellan tvé forhallanden.

Nyckel 3: Vinta med att introducera algoritmen korsvis
multiplikation

Korsvis multiplikation innebir att eftersom

a ¢
b= d <= ad = bc
si dr det alltid mojligt att multiplicera i kors nir vi har en situation med
en likhet mellan tva forhillanden. Om situationen 4r proportionell och
vi har att géra med en uppgift med ett saknat virde
Korsvis multiplikation kallas och tre kinda kvantiteter si ir det enkelt att kors-
ocks& reguladetri och du kan multiplicera for att isolera det obekanta virdet och berikna
det. Detta ir en mycket effektiv algoritm. Dessvirre ir det sa
som har en utmirkt beskrivning: At elever som far tillging till algoritmen utan att ha de kun-
svwikipedia.org/wiki/ skaper som beskrivs i nyckel 1 och nyckel 2, éveranvinder
Reguladetri. den utan eftertanke. For att forsta det hir problemet kan vi
betraktasituation 1, 2 och 3 under nyckel 1. En elev utan kun-
skap om hur man analyserar vilka matematiska idéer som ir i spel i olika upp-
gifter kommer att anviinda korsvis multiplikation p4 alla tre situationerna — for
att det iir enkelt att gdra det. For situation 1 ger korsvis multiplikation att

4 8

|dsa mer om det pa Wikipedia

== = 4X =28 <= X =4
2 X
vilket ir fel, eftersom situationen ir additiv. For situation 2 ger korsvis multip-
likation att
40 80
= 40X = 160 - X =32
60~ X <= 40 60 - 80 <= 320

vilket dr helt korrekt eftersom Tina dr fyra ginger snabbare ir den ling-
samma Petra.
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For situation 3 ger korsvis multiplikation att
B
2 X

vilket iir fel eftersom antalet musiker inte paverkar konsertens lingd.

Lit oss tinka pa nyckel 2 i relation till algoritmen korsvis multiplikation.
Om eleverna har kunskaper som gor att de kan identifiera relationerna i en
proportionalitet, som i exemplet med Stora bjorn och Lilla bjorn i nyckel 2,sa
kan de direkt se i Tina—Petra-situationen

40 80

160 X

<— 15X =2-30 «<— X =4

att Tina dr fyra ginger snabbare in Petra, eftersom 160 ir 4 gdnger mer in 40.
Inga formelmanipulationer behovs alltsa.

Det har alltsd visat sig i forskning att elever som utrustas med algoritmen
korsvis multiplikation innan de har tillricklig 6vning pé att identifiera mul-
tiplikativa relationer dveranvinder algoritmen instrumentellt utan efter-
tanke. S viinta med algoritmen tills du har hunnit undervisa om nyckel 1 och
nyckel 2. Nir du sen introducerar den kan du anviinda de hiir exemplen for att
visa dina elever att det ir vanskligt att forlita sig blint pd korsvis multiplika-
tion. Det ger en extra stuns till klassrumsdiskussioner om dina elever riknar
lite fel och korsmultiplicerar i fel situationer. De hiir felen kan verkligen hjilpa
till att belysa skillnaden pa olika situationer. Hir kan du fér ovanlighetens skull
halla tummarna for att ndgon eller nigra av dina elever éveranvinder propor-
tionalitetsargumentet och riknar fel for att f en bra grund for en produktiv
klassrumsdiskussion.

Nyckel 4: Var tydlig med att visa att kunskap om och
rikneregler for brik ocksa giller for proportionella samband

Proportionella samband uttryckta som forhillanden foljer samma rikneregler
som alla uttryck skrivna pa brikform. Det ir mycket praktiskt under forutsitt-
ning att man behirskar dem. Foljande aritmetiska rikneregler for tal i brak-
form #r sirskilt intressanta for proportionella resonemang:

n
o ett tal n kan skrivas pd brakform som 1

Den forsta
a c rakneregeln beskriver
o 3= g°m ochendastom ad = be den "implicita ettan”
som vi namnde under
o & c_ac nyckel 2.
b d bd
a g a~—1 b
o etttal 3 har en multiplikativ invers som ges av (5) =
a

a /c ad
¢ 5/3—@

Vi rekommenderar att du arbetar mycket med de hiir generella algebraiska
lagarna och ofta motiverar dem genom konkreta men generiska exempel,
dvs exempel diir bokstiverna iir ersatta med tal valda s att komplexiteten i
formen bestér. Enligt vir erfarenhet si gynnas faktiskt de svaga eleverna av
att kunna lita pd matematikens generaliserbarhet som kommer till uttryck
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genom att man formulerar formler och likheter pa generell form med bok-

stiver. Samtidigt bor du sd ofta som mojligt motivera dessa regler genom att

visa hur de fungerar i enkla numeriska fall. Nir eleverna blir osikra sa kan de

forlita sig pa att matematiken fungerar, om de bara foljer de generella reglerna

dven dd marken gungar lite under fétterna. De vet att det finns generella reg-

ler och kan dirfor forankra dem i konkreta exempel. Vart undervisningsfor-

slag dr alltsd mer algebra i form av generella rikneregler som du ofta motive-

rar med generiska exempel och formella bevis. Om du nappar pa vart forslag

fran nyckel 2 s& har du ett gyllene tillfille att visa att det dr samma algebra-

iska rikneregler som ir i spel om och om igen. Det som forut framstilldes som

en uppsjo av olika saker: jimforelser, forlingning och forkortning av

brak, skala, likformighet, procent, hastigheter, kilopriser mm, lin-

jira funktioner, likformig sannolikhet samt olika relationer av geo-

metriska forhdllanden &r samma matematiska idé i olika kontexter.
Matematiken krymper och blir tillginglig for fler elever.

I nyckel 4 ingar ocksa att kunna skilja pi om det ir ett del: del-forhéillande eller

ett del:helhet-forhillande som representeras av situationen. For att under-

visa om skillnaden kan du anviinda uppgifter med den sortens situation som

vi beskrev i: Varfor dr det sd svdrt att vikna ut hur ling tid det tar om vi hjélps

ar? Intressanta del:del-forhillanden finns ocks3 i relationerna mellan ingre-

dienserna i recept och i relationerna mellan sidorna i geometriska objekt. Vi

har goda erfarenheter av att undervisa "pé tviren” genom de olika matematiska

omradena. En lektionssekvens om olika del: del-forhallanden kan med fordel

innehalla nigon receptsituation, nigon situation dir tva olika hastigheter ir i

spel samtidigt, som i den ovan nimnda artikeln, ett antal geometriska forhal-

landen och nagon sannolikhetsfordelning. Vi tinker att elevernas kunskaper

och erfarenheter fir styra valet av uppgifter. Men det dr ocksa bra att vilja for-

héllanden som eleverna férviintas anvinda lingt senare i kurserna. Vi tar nagra

exempel frin geometrin. Pi ligstadiet kan eleverna muntligt ange enkla forhal-

landen mellan sidor i rektanglar som till exempel att den langa sidan 4r dub-

belt s lang som den korta eller omviint att den korta ir hilften s lang som den

langa. P4 mellanstadiet kan vi arbeta med f6rhallanden mellan sidor i en riit-

vinklig triangel och eleverna kan litt ange forhallanden mellan sidor i en vanlig

egyptisk triangel 3:4:5. Beriitta girna redan nu att dessa for-

Brakbegreppets komplexitet har héllanden har egna namn. Det krivs inget sirskilt for att

vibehandlat i Ett sdtt att tiinka pd infora terminologin att forhillandet 3:4 kallas tangens, 3:5

progression av begreppskunskap i sinus och 4:5 cosinus. Men nir eleverna senare ska rikna

Namnaren 2018:3. med trigonometriska forhallanden kommer de ha fordelen

att de ir bekanta med begreppen.

Med linjaritet menas att
flax+ by) = af(x) + bf(y).

Nyckel 5: Anvind en mdngd olika representationer for att
illustrera proportionella situationer

Den hir nyckeln motiveras med hur vi ser pa progression av begreppskun-
skap. Begrepp och progression i begreppskunskap har vi tidigare skrivit om
i Ndmmnaren 2018:2 och 2018:3. Vi menar att progression i begreppskunskap
ir att over tid, med olika representationer, kunna hantera allt fler situationer
dir begreppen ir tillimpliga. Nir det giller proportioner si kan de uttryckas
algebraiskt, aritmetiskt, geometriskt (d4 menar vi med bilder), i tabeller, i gra-
fer, med ekvationer som beskriver funktioner och med verbala och skriftliga
resonemang med eller utan matematiska symboler.
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Vi foreslar att du later eleverna presentera olika 16sningar av samma uppgift
for varandra pa tavlan. Det hir tar tid och du kanske bara hinner en uppgift pa
en lektion. Men om du vill undervisa fér begreppsprogression ir det enligt var
erfarenhet bittre att undervisa genom att vinda och vrida pd samma uppgift
istillet for att avverka manga uppgifter med en ensidig anvindning av repre-
sentationer och strategier. Vi tar ett exempel som kan anvindas fran arskurs 2
och samtidigt fortfarande vara intressant i kurs 1 pd gymnasiet pa grund av de
olika mojligheterna till representation och metodval.

Susanne sager:lgar kdpte jag 12 godisbitar for 28 kr. Idag ska jag képa godis-
bitar for 35 kr. Hur manga godisbitar kan jag kopa for 35 kr (samma godis,
samma pris, i samma affar)?

I[f6ljande bild ser dulite olikasittatt representera och 16sa uppgiften. Varianten
nere i vinstra hornet ir en snygg intuitiv 16sning som bygger pa halva-dubbla.
Det betyder att redan pa ligstadiet ir det mojligt att 16sa uppgiften. De elev-
erna kan ocksé fa tillging till plockmaterial som de kan omgruppera tills de nar
15 godisar for 35 kr. Losningen i dvre viinstra hornet anvinds bara av elever som
har fatt undervisning om multiplikativa relationer i proportionella situationer.
Ovre hogra losningen anviinder principen 'vigen dver ett’ och den ir vanlig hos
elever som inte ir bekvima med brikformen. Den i nedre hogra hornet ir en
ren fabrikation. Ingen av vara elever har nigonsin tecknat en funktion och ritat
upp en graf. Om situationen ir densamma i ditt klassrum s kan det bli ditt
bidrag till diskussionen att lita eleverna anvinda grafritande verktyg fér att rita
upp funktionen, s att sjilva ritandet inte stjil all tid. Hir skapar du litt ett fint
tillfille att diskutera riktningskoefficienten betydelse och funktion.
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Vi foresldr att du alltid avslutar lektionen med att ge ett alternativt bidrag till
elevernas olika l6sningar och representationer. Om eleverna till exempel har
anvint komplicerade ekvationer kan du utmana dem genom att visa en enk-
lare och mer intuitiv 16sning. Omvint si kan du visa en strikt 16sning med
matematiska symboler om eleverna har anvint mer intuitiva lésningar. Den far
girna vara lite utom rickhill for eleverna for stunden, s det vet vart de ska i
framtiden.

Insikter och inspiration

Vi har nu presenterat olika aspekter av forstielsen av proportionella resone-
mang. Vi har sedan beskrivit hur den kunskapen kan anvindas som nycklar
for att planera och genomféra undervisning om proportionella resonemang. Vi
hoppas att du som har list har fatt nya insikter och inspiration som du kom-
mer anvinda i din undervisning. Det dr svirt att gora nya saker, men om du
har fragor, funderingar eller synpunkter ir du vilkommen att kontakta oss, se

Medverkandesidan.
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