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Algoritmer + datastrukturer =
program

Gymnasieelevers fraga om hur minirdknaren berdknar "roten ur” kan férdjupa
deras matematikkunskaper om exempelvis iterationsformler, stoppvdrden
och intervallhalvering. Forfattaren visar hur programmering kan anvéndas
som ett medel for att ge eleverna svar pa frdgan och hur svaret bade kan
forfinas och leda till generaliseringar.

prisbelént programmeringsdidaktiker, men kanske mer kiind som den

som, just med syftet att undervisa om programmering, skapade Pascal
och en rad andra programmeringssprak. Boktiteln understryker att innan
man borjar programmera maste man ha ett innehall — nimligen algoritmer
och datastrukturer. Det innebir att programmering inte blir ett mal i sig utan
istillet ett medel for att [6sa ett problem. I fallet matematikundervisning kan
sddana problem himtas dels inifran sjilva matematiken, till exempel hur mini-
riknaren beriknar kvadratrotter och dels fran tillimpningar utanfér matema-
tiken, exempelvis med en principmodell fér hur blodsockerkurvan ser ut och
kan jimforas efter en lisk och efter ett kniickebrod.

Rubriken ovan ir titeln pa en kind bok vars forfattare Niklaus Wirth ir

Hur beraknar miniraknaren “roten ur”?

Redan under min forsta termin som lirare pad gymnasiet, och flera ginger
senare, fick jag frigan av eleverna i arskurs 1: "Magistern, hur gér minirikna-
ren for att berikna roten ur?” Det ir ett gyllene tillfille niir eleverna kommer
med grundade fragor, som rimligen kriver matematiska svar. Just denna fraga
kan besvaras péa flera sitt som kan anpassas dels till elevernas niva och dels till
vilket matematikinnehall man vill behandla. Ett kort svar ir att endast ge en
iterationsformel. Ett ndgot lingre svar ir att dven diskutera stoppvillkor for
iterationen, men det finns ocksa flera lingre svar att ge.

Om eleverna ir bekanta med rita linjens ekvation, s4 kan man med sekant-
metoden hirleda en iterationsformel som bestimmer VA som nollstillet till
funktionen f{x) =x’~A. Kan eleverna derivator, sd gir det att gora detsamma
med Newton-Raphsons metod. Detta kan dven giras med intervallhalvering,
vilket endast kriver grundliggande kunskap om funktionsbegreppet. Hir
ges en geometrisk framstillning, som ger samma iterationsformel som med
Newton-Raphsons metod, men endast kriver forkunskaper motsvarande
aritmetiskt medelvirde och att bestimma arean av en rektangel.
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En algoritm for "roten ur”

Innan vi borjar losa problem med okinda svar, kan det vara bra att borja med
ett problem med kiind 16sning. Vi viljer diirfor att berikna kvadratroten av 9.
D4 far eleverna ett problem med en kiind [6sning och kan anvinda det {6r att
utveckla en algoritm som fungerar dven for problem med okinda l6sningar.

Tink dig en rektangel med arean 9 och basen 1. D4 blir hojden 9/1=09.
Eftersom vi vill skapa en kvadrat, alltsi en rektangel med samma virden p4 bas
och hojd, blir niista steg att vilja ny bas som vilket virde som helst mellan den
gamla basen och hojden. Ett villbekant siitt att gdra detta dr medelvirdet (gam-
mal bas + gammal hojd)/2 — ny bas och berikna area/ny bas —> ny hojd. Hir
infor vi begreppet iteration. Genom att upprepa (iterera) detta far vi en serie
rektanglar, allamed arean 9, och vars héjd och bas nirmar sig varandra, dvs det
liknar alltmer en kvadrat.

Initiera:
Area=
1-bags

(%]

Berékna:
Area/bas=9—hojd

Berékna: 2,65—+hsjd 2,98—+hojd
(9+1)/2=5—+bas

Areal/bas=1,8—+hojd

3,4—~bas 3,02-bas

Vi har nu med ett matematiskt resonemang tagit fram ett utkast till en algo-
ritm. Ett limpligt niista steg ir att inféra begreppet konvergens — att foljden
av rektanglar konvergerar mot en kvadrat. En algoritm som inte konvergerar —
inte "kommer i mél” — gor ingen programmerare glad.

Hade vi tagit fram samma algoritm med exempelvis Newton-Raphsons
metod, hade det krivts betydligt mer matematik for att bevisa konvergensen,
men just denna geometriska framstillning ger oss mojlighet att ge eleverna
ett mycket kort och enkelt men samtidigt stringent bevis f6r konvergensen,
nimligen att medelvirdet alltid ligger mellan gammal bas och gammal hojd.
Det gor att i varje steg trings den nya basen och nya hojden in i ett allt sma-
lare intervall for att sd sminingom hamna s niira varandra att vi ir ndjda med
svaret och kan avsluta iterationen. Dirmed vicks frigan om stoppvillkor: Hur
liten ska differensen bas minus hojd vara for att vi ska vara néjda? Nu har vi alla
ingredienser i algoritmen och kan sammanfatta:

o Initiera. Vilj startviirde, exempelvis alltid tilldela 1—> bas.
o lterera. Area/bas — hojd. (bas + hojd)/2 — hojd.

o Priva stoppvillkor. Stanna om (bas minus hojd) ir tillrickligt litet.
Annars repetera.
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Notera att dven om flera programmeringssprak anvinder likhetstecknet som
tilldelningssymbol, kan det vara limpligt att anviinda pilar som symbol for till-
delning for att inte blanda ihop likhetstecknets dynamiska och statiska bety-
delse for eleverna. Dessutom ir det ju en tilldelning och inte en ekvation det
handlar om. Nir vi nu har formulerat grundalgoritmen, s& vet vi ocksa vilken
datastruktur vi behver, nimligen indata i form av area; de interna beriknings-
variablerna bas och htjd varav en av dessa blir utdata; samt ett i forviig bestimt
virde pa stoppvillkoret. Didrmed ir det dags for niista fas i arbetet — att prova
och felsoka algoritmen.

Skapa och testa algoritmen, och vid behov felsdka

Nir grundalgoritmen vil dr klar sd dr det limpligt att simulera om den alls
fungerar och i sa fall hur den fungerar i praktiken, exempelvis om konvergen-
sen ir langsam eller snabb. For detta exempel ir kalkylblad som Excel smidigt
att anviinda av flera skil. T kalkylblad kan eleverna skriva en programmerings-
instruktion i taget och se att syntaxen fungerar innan de boérjar med nista pro-
grammeringsinstruktion. Kalkylblad liter ocksa eleverna se resultatet i varje
steg av berikningarna och dirmed goéra en rimlighetsbedémning om de har
skrivit in ritt formel. Programvara for kalkylblad har i regel en hjilpfunktion
sd att syntaxen blir ritt. En not ir att de flesta programvaror for kalkylblad har
likadan syntax. Alltsa kan ett kalkylblad skapat i exempelvis Microsoft, 5pp-
nasitex LibreOffice.

A B c D

1 |Grundalgoritm for kvadratrot

2 |startvérde 1
3 |Area 9
4 |(bas+hojd)/2->bas Area/bas—>hojd intervallangd krympfaktor
5] 1 9 8
6| 5 18 32 04
L 3,4 2,647058824 0,752941176 0,235294118
8 3,023520412  2,976653696 0,046875715 0,062256809
9 3,000091554 2,999908443 0,000183105 0,00390619
10. 3,000000001 2,999999995 2,79397E-09 1,52588E-05
11 3 3 0 0
12 3 3 o #DIv/o!
Cell Formel i kalkylblad
A5 =B2

A6 (kopieras nedat) =(A5+B5)/2

B5 (kopieras nedat) =BS$3/A5

C5 (kopieras nedat) =ABS(B5-A5)

D6 (kopieras nedat) =C6/C5

Rutornaikalkylblad kallas celler. T en cell kan det std text eller formler. Tabellen
ovan visar vilka formler som stér i cellerna. Dollartecknet i cell BS gor att for-
meln B$3/A5 blir B$3/A6 nir det kopieras nedat, alltsd att den alltid hinvisar
till cellen med virdet pé arean. Om istillet formeln B3/A5 kopieras nedat, sa
blir den B4/A6, vilket ger ett felmeddelande eftersom cell B4 innehaller text.
Notera attiruta BI2 ges ett felmeddelande vid division med noll eftersom algo-
ritmen konvergerade sd pass vil att intervallingden blev noll. Krympfaktorn
definierasikalkylbladet som en intervallingd delad med forra intervallingden.
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Att forbattra en algoritm

Trots att datorer riiknar snabbt, finns det ibland behov av att modifiera en algo-
ritm sd att den kriver firre iterationer, &tminstone om varje iteration kriver
omfattande berikningar. Det kan gi till pa f6ljande sitt och illustrerar dven att
i en del ssmmanhang ir matematiken ett empiriskt zmne som uppmuntrar till
experimentlusta. Om vi anviinder vir algoritm, finner vi att slutvirdet 3 lig-
ger betydligt nirmre startbasen 1in starthdjden 9 och detta blir tydligare om
vi provar algoritmen pa ett storre tal, exempelvis v/36. Medelvirdet viljer ett
virde mitt emellan dessa och ett férslag ir att byta medelviirdet mot ett viirde
som ligger lite nirmre 14n 9. Det kan vi gora pé f6ljande siitt: Notera att medel-
virdet av bas och hojd kan skrivas som 0,5-bas+0,5-hojd, vilket motsvarar att
bas och hojd viktas lika. Kan vi fa firre iterationer om vi istillet viljer storre
vikt pa det mindre av virdena bas och vikt? Notera att summan av vikterna
maste vara exakt 1. Ett exempel pa detta ir att i cell A6 anviinda iterationsfor-
meln 0,7-min(A5;B5) +0,3-max(A5;B5) och kopiera denna nedét.

Viktad uppdatering rotalgoritm

startvarde 1Vikt1l 0,7
Area 9 vikt 2 0,3
bas hajd intervallangd krympfaktor
1 9 8
3,40 2,65 0,75 0,09
2,87 3,13 0,26 0,34
2,95 3,05 0,10 0,38
2,98 3,02 0,04 0,39
2,99 3,01 0,02 0,40
3,00 3,00 0,01 0,40
3,00 3,00 2,5E-03 0,40
3,00 3,00 9,9E-04 0,40
3,00 3,00 3,9E-04 0,40

I grundalgoritmen ser vi att med medelviirdet, dvs viktningen 0,5 krymper
intervallets lingd ldngsamt i borjan men allt fortare mot slutet. Lirobocker i
numerisk analys visar att konvergensen ir kvadratisk, dvs konvergensen acce-
lererar. I den viktade uppdateringen ser vi att intervallets lingd krymper fort i
borjan men att krympfaktorn sedan stannar vid ungefir 0,4 — alltsa snabb kon-
vergens i borjan men sedan med en konstant faktor, vilket kallas linjir konver-
gens. VAr slutsats blir att det bista vore att ha den alternativa viktningen nagra
fa iterationer i borjan och sedan byta till viktning 0,5. Eleverna kan experi-
mentera sig fram till en limplig viktning och limpligt antal iterationer. Kanske
nagon elev foreslar att istillet for att ha en bestimd viktning ett bestimt antal
iterationer i borjan, sd kan man ha den alternativa viktningen sa linge kvoten
max(bas/hdjd)/min(bas, hijd) ir tillrickligt stor, dir grinsen for "tillrickligt
stor” kan experimenteras fram. For att gora detta krivs en villkorssats, vilket i
kalkylblad kan se ut ungefir sa hir:

=IF(max(bas/hojd;hdjd/bas)<5;0,5*bas+0,5*h6jd;0,7*min(bas;hdid)+
0,3*max(bas;hojd))




Algoritmer for startvarden

Om eleverna provar algoritmen ovan pa stora tal som 150000 och sm4 tal
som 0,000015, s finner de att det krivs ett flertal iterationer innan algorit-
men kommer i nirheten av slutvirdet, men att konvergensen sedan gar snabbt.
Om det gick att starta nirmre slutvirdet, skulle firre iterationer behovs. En
del matematiska problem #r si knepiga att algoritmer fér dem ofta inte konver-
gerar alls om man inte startar tillrickligt nira malet. Dirfor dr en viktig del av
matematiskt arbete att hitta en metod som ger goda startvirden.

For att hitta goda startviirden i kvadratrotsalgoritmen kan eleverna dra
nytta av kunskaper i algebra och om potenser. Kanske nigra elever foreslar
omskrivningen v150000=1000-+0,15, alltsa att bryta ut en faktor 10> s3 att
den andra faktorn hamnar i intervallet [0,1; 10). En algoritm for denna strategi
for att hitta startvirden kan se ut s3 hir:

0—>dubbelpotens.

Sa linge A>10; repetera A/100 —> A, dubbelpotens + 1— dubbelpotens.
Sa linge A<O,1; repetera A-100 — A, dubbelpotens — 1 — dubbelpotens.
Berikna vA.

Nir roten ir beriknad, multiplicera den med 10dubbelpotens

Datorer anviinder en variant av just denna startvirdesalgoritm genom att tal
representeras i binir grundpotensform. Vi ser att kvadratroten ur vart tidi-
gare exempel ir v/I1,5-10° =v/1,5-1/10- 102 Med beteckningen mantissa-~/10-10?
dir 10° <mantissa<10' ser vi att ett limpligt startvirde fér mantissan ir
10°5=+/10=3,2. Enlimplig och effektiv startvirdesalgoritm blir dirfor foljande:

Sitt startviirdet till 3,2 och berikna roten ut mantissan.

Justera till riitt tiopotens och om tiopotensen var udda dessutom med

faktorn v10=3,2.
Algoritmen ir klar: Presentera resultatet.

Nu ir alla moduler i programmet klara och det dr dags att koda i valfritt pro-
grammeringssprak, exempelvis i matematikprogrammet Octave. For tydlighe-
tens skull 4r det ofta en fordel att anvinda nigorlunda beskrivande och inte
alltfér korta namn pa variablerna. Det ir en god vana att skriva forklarande
kommentarer i programmet s att en annan person som vill indra i program-
met kan forstd vad de olika delarna gor. Den forklarande texten fungerar dven
som minnesanteckningar for programmeraren sjilv och bér beskriva program-
mets begrinsningar, exempelvis att vi hir inte har hanterat fallen A=0, A<0

och A icke-reellt.

Att generalisera en algoritm

Polya foreslog ett arbetssiitt for problemldsningen med de fyra stegen forsid,
planera, genomfira och reflektera dver svaret. Aven om eleverna har frigat om
rotter i allminhet dr det dirfor limpligt att borja i specialfallet med kvadrat-
roten di det ir enklare att forstd och att det kan ge oss verktyg for det fort-
satta arbetet —att gdra en plan och genomfdra den. Ett exempel pé Polyas fjirde
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steg kan vara om och hur vi kan generalisera algoritmen fér kvadratrotter till
kubikrotter och hogre rotter. Generaliseringen kan piborijas antingen som en
diskussion i helklass eller som utmanande uppgift till nagra
elever i klassen.

For att berikna kubikroten ur volymen V kan vi som
startvirden ansitta ett ritblock med bas=hoéjd=1 och
héjd lingd = V. Medan en rektangel har tvd geometriska sidor, si
bas angd har riitblocket tre geometriska sidor att berikna medelvir-
det av och detta ir den enda skillnaden. Eleverna kan for-
stds dven experimentera med viktning och startvirden pre-
cis som med algoritmen for kvadratroten. Efter denna generalisering kanske
eleverna vigar sig pa att generalisera ytterligare genom att beriikna n:te roten

genom att ta medelvirdet pa sidorna pa ett tinkt n-dimensionellt ritblock.

Vi kan generalisera ytterligare ett steg och fundera dver hur vi skulle
kunna berikna potenser i allminhet. Som ett exempel, kan eleverna faktori-
sera x32=x°x""? och inse att endast x°7? kriver specialhantering. Eftersom vi
kan skriva om decimaltalet 0,72 som braket 72/100=16/25, s skulle vi kunna
berikna potensen x%72 som “Vx' eller som (“Vx)*°. Att berikna n:te roten ur
har vi redan utrett och att beriikna en heltalspotens ir endast upprepad mul-
tiplikation. Diirmed ir problemet 16st om vi bortser frin utmaningen att halla
avrundningsfelen pé en lig niva.

Styckevis approximation

Men hur gér dd miniriknaren {or att berikna logaritmer och trigonometriska
funktioner? Hir finns inga enkla iterationsformler. Istillet anvinds styckevis
approximation, vilket innebir att med Taylorutveckling bestimma ett poly-
nom av lag grad, of ta en linjir funktion, som ger en god approximation i ett kort
intervall. Att hirleda en Taylorutveckling kriver kunskap om partiell integra-
tion, vilket kommer sent i gymnasiematematiken. I tidigare kurser ir ett alter-
nativ att liraren ger ett firdigt polynom eller att eleverna sjilva far i uppgift att
ta fram ett linjirt uttryck. Exempelvis kan de ta fram tvé nirliggande punk-
ter pé cirkelns ekvation och pa papper eller med geometriprogram mita vilka
vinklar de motsvarar. Viillustrerar med féljande exempel.

(0, 1.04)

08 (0.74,0.74)
0.6

0.4

0.2

e
d2-+Hao o2 ola’ols"ola ]

, (0,74—1,04) (x — 45) o
Ekvationen y = 071-0) (90— 15) beskriver linjestycket genom

58 NAMNAREN NR2-2018




(0; 1,04) och (0,74; 0,74). Detta linjestycke approximerar sinus(x) i intervallet
[45; 90] grader med en noggrannhet av ungefir 0,04 (en ruta). For intervallet
[0; 45] grader ser linjen ut att ligga niira cirkeln. Dock lutar linjen brant, vilket
gor att det vertikala avstindet dr stort, som mest cirka 3 rutor (0,12). En viktig
slutsats att understryka for eleverna ir att ju brantare linjen lutar, desto kortare
styckeindelning behéovs.

Sammanfattning

Nir grafritande miniriknare slog igenom péa 1990-talet var en diskussions-
punkt vilket fabrikat eleverna skulle rekommenderas kopa. Eftersom teknik-
troskeln ir betydligt hogre fér denna typ av miniriknare in for en vanlig fick-
riknare var detta en relevant friga d4 en del lirare kiinde sig mer bekanta med
en viss modell eller fabrikat in en annan. Fokus lag dock pd hur miniriknarna
skulle anvindas for att stodja det matematiska lirandet. P4 samma sitt kan det
vara relevant att fundera dver vilket programmeringssprak den enskilde lira-
ren kan, men att huvudfokus ska vara pa hur programmering kan anvindas for
att stddja det matematiska lirandet. Just rubriken pa denna artikel antyder att
vi, innan vi bérjar programmera, maste ha ett relevant problem att 16sa, vilket
kriver ndgon form av algoritmer och datastrukturer. Férst direfter 4r det dags
att borja programmera, annars riskerar det att bli det som kallas "torrsim” och
programmering riskerar blir lite som att liira sig grammatik utan varken ndgon
att prata med eller nigot att prata om. Det ir limpligt att dela upp algoritmen
i moduler, som var for sig kan programmeras, felstkas och finslipas. Annars
blir programmeringsarbetet ofta svirdverskidligt dven for det enkla fallet att
ta fram ett program for att berikna kvadratroten. For att ta fram en algoritm
for rotberikningar, har denna artikel berort flertalet av liroplanens matema-
tikomrdden. Nimligen problemldsning i allmiinhet, berikningsmetoder i tal,
algoritmer i algebra, geometriska illustrationer samt att tolka tabeller.
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