Joran Petersson

Potenser och logaritmer pa tallinjen

Tallinjer har beskrivits i flera Namnarenartiklar som ett didaktiskt redskap,
bland annat som stod for elever att visualisera talrader, som tankemodell
vid subtraktion och i undervisningen av statistiska lagesmatt. Tallinjen kan
ocksa anvandas for att illustrera potenslagar och logaritmer. Denna artikel
beskriver en undervisningsmodell dér de matematiska begreppen kommer i
forgrunden och den vedertagna notationen hamnar i bakgrunden.

undervisning om potenslagar. I lirobdckerna iir det standard att presen-
teradet som ett firdigt system for att beteckna upprepad multiplikation
av tal eller bokstiver:

E ttfro till denna beriittelse siddes niir jag funderade pa hur elever skulle fa

2:2:2:2=2% n faktorer
10-10-10-10-10-10=10¢ aa-a-.a=a

Potenslagarna foljer direkt ur skrivsittet, men en nackdel med den framstill-
ningen ir att den inte uppmuntrar eleverna till att reflektera och utforska — allt
ir ju redan firdigt. Istillet far de memorera fakta, vilket Roger Fermsjo pape-
kade i sin licentiatavhandling. Sidant lirande riskerar att bli sammanhangslost,
eller med andra ord, att det endast sker i en matematisk kontext isolerad fran
andra erfarenheter. Kunskaper férvirvade pa dettasitt foljer girna Ebbinghaus
glomskekurva och for att kompensera for det tar vi till dverinlirning och elev-
erna far repetera linge och flitigt. For elever med fallenhet fér matematik dr
detta urtrikigt. For dvriga elever kan det méjligen vara ett acceptabelt tids-
fordriv eller sa riskerar det att ge matematiken en trikstimpel av att upprepat
gldmma och repetera. Men vilka alternativ finns? Gér det att gora arbetet med
potenslagarna mer intressant genom att eleverna fir anviinda andra represen-
tationsformer in tal och bokstiver och samtidigt behilla eller rentav forstirka
precisionen och den matematiska idén? Vi gor ett forsok dir ledstjirnan r att
matematik ir en vetenskap byggd pa fantasi och associationsformdga.

Potenslagar Logaritmlagar
(@-y)"=a"-y" loga(z) = loga(b) - logs(x)
m T
(Hym =L log(—~) = log(x) — log(y)
y ym y
oML gt — pmtn log(z - y) = log(x) + log(y)
TN log(z") = n - log(x)
o De nedersta kan sammanfattas i
(™) = z™™ log(z™ - y") = m - log(x) +n - log(y)

NAMNAREN NR2-2017 53




Potenslagar pa pappersremsor

Vi borjar i det bekanta och anvinder tva tallinjer pa pappersremsor, som i
figurl, for att illustrera exempelvis additionen 2 +3=5. Detta motsvarar dven
subtraktionen 5—-3=2. Vi har "uppfunnit” en enkel form av "miniriknare” for
addition och subtraktion.

Figur 1. Tvd tallinjer for att illustrera addition och subtraktion.

I figur 1 adderar vi samma tal, 1, for varje nytt skalstreck. Vi anvinder nu mate-
matisk fantasi och istillet for att addera med samma tal fr varje nytt skalstreck
sd multiplicerar vi. Enklast ir faktorn 2, dvs att dubblera, som i figur 2 och att
starta tallinjen pa talet 1 eftersom alternativet att borja pa noll och dubblera
inte dr intressant. For att rikna antalet dubbleringar, ligger vi en tredje, vanlig
tallinje ovanfor.
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Figur 2. Tallinjer for att illustrera multiplikation och division.

Vi kan se att ringarna nu pekar ut ett samband mellan talen 4, 8 och 32 och vi
kinner igen det som produkten 4-8=32 men ocksd som divisionen 32/8=4.
Fungerar detta dven for andra talkombinationer pa tallinjen? I s fall har vi diven
en enkel form av miniriknare fér multiplikation och division. Vi provar och
flyttar den nedre pappersremsan si det syns att vi startar fran 16.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pl | | | | | | | | | |

64 256 512 1024:  Faktor2

| | | |
4 16 32 64 128 256
| | | | | |

Figur 3. lllustration av exemplet 16 -8 =128.

Sambanden mellan talen 16, 8 och 128 kinner vi ocksd igen: 16-8=128 och
128/8=16. Var dessa resultat tillfilligheter? Prova girna sjilv med nigra andra
faktorer. Nir vi ser att det fungerar for heltal ir det dags att se om det fungerar
for decimala faktorer och vi provar med faktorn 1,25.

54 NAMNAREN NR2-2017



Figur 4. Faktorn 1,25. Observera att produkterna har avrundats till tvd decimaler.

Vi kan konstatera att det fungerar dven med decimala produkter. Exempelvis
kan vi i figur 4 avlisa att 1,56+195=~3,05. Anvind nu matematisk associations-
formdga. En vanlig linjal har skalstreck fér mindre enheter: mellan centimet-
rarna finns det millimeterstreck. Finns det tal mellan tva skalstreck pa pap-
persremsorna — och i sd fall vilka? Lit oss undersdka. Atervinder vi till figur 2
kan vi notera att kvadraten av ett tal (x?) innebir att gi dubbelt sd ménga steg
framat (r6da pilar i figur 5) och roten ur ett tal (/a) motsvarar att gi halvvigs
mot ettan (bld pilarifigur 5).

2.2=4 4.4=16 16-16=256

1024
I

V16=4 V256=16
Figur 5. Illustration av x? och \x.

I sa fall dir v/32 ett tal mellan 4 och 8. Vi provar iven i figur 4 och finner att
V/3,05, och dirfor dven v/3, bor vara ett tal mellan 1,56 och 1,95. Vi kan
bekrifta roturdragningarna med en miniriknare: v/32=5,66, v/3,05=175
och v/3=173. Vara pappersremsor fungerar alltsi dven for att ungefirligt
bestimma kvadratroten ur tal. Nir vi nu ser att operationen dividera antalet
steg med 2 motsvarar kvadratrotter, kan vi anvinda matematisk fantasi och
undra vad som hinder om vi dividerar antalet steg med 3 — eller ndgon annan
faktor. Enidé viird att prova.

Vid steg 6 i figur 4 star det 3,81 och en tredjedel av 6 ir 2. T figur 4 vid steg 2
star det 1,56 och vi kan kontrollera med miniriknaren att 1,56~ 3,80. Den hir
"tredjedelsroten’ har i den etablerade matematiken fitt namnen 'tredje roten
ur’,’kubikrot’ och "upphdit till en tredjedel’. Tallinjen fungerar alltsa som stod
for att uppticka braktalsexponenter och att se likheten mellan beteckning-
arna y/a=a" och {/a =a"". Eftersom det uppenbarligen fungerar med tredje-
delar i exponenten si blir, med lite matematisk fantasi, en mojlig foljdfriga: vad
hinder om vi avliser vid 2/3 mellan ettan och sjitte steget, dvs vid fjirde ste-
get ifigur 42 Dir star talet 2,44. Vi kan konstatera att miniriknaren ger samma
svar, nimligen att 3,81%3=2,44. Vi kan alltsd anviinda vir pappersremsa for att
konstatera att 473 maste vara lite drygt 2 44.

Fler skalfaktorer

Vi gor ytterligare ett experiment. Vi ligger tva tallinjer med faktorn 2 respek-
tive 4 jimte varandra och ser att vi far gi dubbelt s& minga steg pd den med
faktorn 2 for att komma till samma tal som pa den med faktorn 4. Det kanske
inte forvanar ndgon eftersom det ir en kvot 2 mellan faktorerna 2 och 4. For att
skapa kontrast jamfor vi dirfor dven tva tallinjer med faktorerna 3 och 9. Aven

Faktor 2
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hir fir man gi dubbelt sd manga steg pa tallinjen med skalfaktorn 3. Vi kan
ocksa jimfora tallinjerna med skalfaktorerna 1,25 och 2. For att komma till talet
1,95=2 gar vi 3 steg med skalfaktorn 1,25 men forstas bara 1 steg med skalfak-
torn 2. Motsvarande forhillande giller niir vi gir till talet 3,81=4. Det behovs
alltsd en kvot 3 mellan antalet steg pa dessa tva tallinjer. Vir slutsats blir att
antalet steg for att komma till ett visst tal pa en tallinje ir proportionellt mot
antalet steg pd en annan tallinje. Detta ir forsta logaritmlagen i den bl rutan.

Faktorn a

Nu ir det dags att fundera pé varfor vara pappersremsor fungerar som multip-
likationstabell och vi har praktisk nytta av algebran eftersom faktorn a i figur 6
kan vara vilket positivt tal som helst. Figuren visar vad som redan gitt att ana:
att forst multiplicera 2 ginger med en faktor och sedan multiplicera ytterligare
3 gdnger ir detsamma som att multiplicera 2 +3=5 ginger med faktorn. Med
traditionell notation motsvarar det potenslagen a”- a" = a®*+™.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

—a
—a-a-a
—a-a-a-a

i-a-a-ara-a-a

1

a
—a-a
—a-a-a-a
—a-a-a-a-a

Figur 6. Faktorn a.

Aven potenslagen for (a”)" framgar pa motsvarande sitt. Namligen att multip-
licera potensen a" med sig sjilv m ganger betyder att vi far m ganger n faktorer
av a. Potenslagen a"/a" = a" for division blir uppenbar pa motsvarande sitt.
Nimligen att vi forkortar a” med a™, vilket vi ofta illustrerar med att ta bort m
faktorer av talet a frin potensen a". Eftertinksamma elever brukar stilla fragor
av typen "Vad hinder om vi tar bort mer in det finns frin borjan?”. Det leder
oss till nista matematiska association och den kan komma antingen fran arit-
metiken eller frin geometrin. Om vi borjar med aritmetiken kan vi stilla oss
foljande fraga: Hur ser det ut, om vi pa var tallinje med faktorn 2 bérjar med
talet 4 och dividerar det 5 ginger med talet 22 Dvs 4/2 = 2;2/2 =1;1/2 =/2;
/2 /2=1/4,1/4/2=1/8.

Med bérjan i en geometrisk association hade vi istillet kunnat stilla oss fol-
jande fraga: En vanlig tallinje kan vi utstriicka till negativa koordinater. Kan vi
gora det dven hir? Hur kan vi exempelvis komma till talet (-3)? I figur 7 ser vi
att det aritmetiskt motsvarar ett antal divisioner med talet 2.
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Hur forklarar vi resultatet av experimentet med flera skalfaktorer? Jo, det sva-
rar mot att exempelvis 9'=3? och att 1,25°=2. Dvs a" = b" ger att m steg pi ena
tallinjen motsvarar n steg pa den andra tallinjen. Dirmed har vi med hjilp av
potenser pa tallinjer visat att det finns ett proportionellt samband p4 samma
form som den forsta logaritmlagen i den bla rutan.

Logaritmer langs en tallinje

Vi tervinder till figur 2 igen. Denna ging ska vi gora som Roger Fermsjo
gjorde i sin licentiatavhandling for att undervisa om logaritmer med bérjan i
2-logaritmen. Av ren lathet kan det vara smidigt att siiga "gd 3 steg at hoger frin
2 till 5 pa den dversta tallinjen” istillet for att “multiplicera 4 med 2 tre ginger
och hamna pa 32”. Sddan mental lathet ir viktig for matematikens utveckling.
Det ir nimligen briinsle till matematisk fantasi. Att rikna antalet steg istiillet
for talet sjdlvt dr sirskilt smidigt om talen dr otympligt stora som jordens massa
i kgeller otympligt sma som elektronens massa i kg. Just antalet steg lings refe-
renstallinjerna i figurerna 2, 3,4 och 6 kallar matematikerna for logaritm.

Ur figur 2 kan vi dérfor avlisa att logaritmen (nirmare bestimt 2-logarit-
men eftersom basen #r talet 2 i motsvarande potens) for 4 ir 2 eftersom talet 4
ir tva steg frin ettan. P4 motsvarande sitt giller att 2-logaritmen for 8 ir 3 och
logaritmen for (4-8) finner vi 2+3=5 steg frin ettan. Eftersom logaritmer pi
véra tallinjer motsvarar hur manga ginger man har multiplicerat med den valda
faktorn, s giller foljande: Om ett tal A finns a steg frin ettan (alltsa a stycken
multiplikationer av faktorn) och ett annat tal B finns b steg frin ettan, sa finns
produkten AB pé a +b steg fran ettan.

Motsvarande giller vid division och det dr logaritmlagarna, som vi alltsd kan
fa genom att riikna antalet steg pa referenstallinjen.

Vilka forkunskaper behovs?

Vi kan analysera vilka forkunskaper som olika framstill-

ningar kriver for att ge forstaelse for potenser och loga- y=2" ¢
ritmer. Framstillningen i figur 2 visar att det i sin enk-
laste form ricker med kunskaper i heltalsaritmetik i
talomridet 1-100 och om tallinjen, vilket dr mali grund- 2
skolans drskurs 3. Vi kan jimfora detta med en annan
vanlig metod for att introducera logaritmer, nimligen

som invers funktion till potenser. Men invers kriver ™% ——=% 5% % = o 5

kunskaper om begreppet funktion, vilket i sin tur kriver . x = logs(y)
kunskaper om den algebraiska notationen y=f(x) samt

om koordinatsystem med tva axlar. Detta sammantaget

far vi nog betrakta som gymnasiekunskaper. En intres- Figur 8. Logaritm beskriven som invers

sant slutsats dr att vi genom att vilja limplig representa-  till en funktion.
tionsform, drastiskt kan #ndra férkunskapskraven. Med
en metafor kan vi siga att trosklarna till begreppet logaritm har siinkts.
Experimentet med att jimfora olika tallinjer motsvarar den forsta loga-
ritmlagen log (x) =log (b)-log,(x), vilken ir en komplicerad blandning av
index, obekanta parametrar och logaritmer i opreciserade baser. Det ir litt
att "inte se skogen for alla triden” och det ir synd da denna formel ir betyd-
ligt mer fantastisk in vad det forsta intrycket méjligen kan inge, nimligen att
alla exponentiella kurvor y=C e blir rita linjer med lutning b-log(e) oav-
sett vilken logaritmisk skala vi anvinder pd y-axeln. Dessutom, dven om en

NAMNAREN NR2-2017 57




algebraisk hirledning av denna logaritmlag ir okomplicerad, si kinns den
lite bakvind. Nimligen, anviind bide begreppet potens och begreppet loga-
ritm samtidigt genom att skriva om x pé foljande sitt: x=b"%®, Vi kan nu hir-
leda den forsta logaritmlagen genom att ta a-logaritmen pa denna likhet s att
log (VL) =log (HL). Med hjilp av den andra logaritmlagen faller nu den for-
sta logaritmlagen ut. Detta algebraiska siitt att hirleda den forsta logaritmla-
gen kriver ganska goda férkunskaper om logaritmers egenskaper och inverser.
En minnesregel {or att komma ihdg utseendet ir att skriva In (x) =k-Ig (x) for
att sedan ta reda pé k genom att stoppa in exempelvis x =10. Nir vi jimfor de
bada framstillningarna av den forsta logaritmlagen, ser vi att framstéllningen
pa tallinjen passar bra som introduktion och utforskande laboration som kri-
ver betydligt mindre av sivil abstraktionsniva som foérkunskap om egenska-
per hos logaritmer och potenser in den algebraiska hirledningen, som passar
bittre nir eleverna har ftt god hand med logaritmer och potenser.

Vi summerar

Vi kan kategorisera de genomgingna framstillningarna i olika representa-

tionsformer. Framstillningen i n faktorer

aa-a-...a=a"
anviinder algebra (alternativt tal) som representationsform medan framstill-
ningen i figur 2 anviinder tal och geometri och framstillningen i figur 8 anviin-
der grafer.

Ofta brukar grafisk framstillning vara enklare 4n tal och algebra, men hir
ir det mer komplicerat in sd. Just for logaritmer giller att den numerisk-geo-
metriska framstillningen i figur 2 kriver mindre av forkunskaper i matematik
in den grafiska framstillningen i figur 8, vilken bygger pa inversa funktioner.
Aven nir vi jimfér den numerisk-geometriska framstillningen i figur 2 med en
enbart numerisk eller enbart algebraisk variant av ekvationen ovan, finns det
fler associationsméjligheter i figur 2, nimligen med den sedan tidiga skolar vil-
bekanta tallinjen dir vi med den som sprangbrida kan associera till savil brik-
talsexponenter som negativa exponenter. Nir vi viljer en framstillning har vi
alltsd flera saker att beakta.

o Vilka forkunskaper kriver framstillningen?
o Vilka representationsformer ingir i framstillningen?

o Aren viss framstillning mer anviindbar (generaliserbar) for den fortsatta
undervisningen in en annan framstillning?

Ytterligare en aspekt ir att framstillningen i figur 2 ligger nirmre den histo-
riska uppkomsten av begreppet logaritmer. Hir finns alltsi dven mojligheten
att koppla till matematikhistoria.
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