GuUner Ahmet & Thomas Lingefjard

Parametriska kurvor

Geogebra ar ett sd kallad dynamiskt geometriprogram och uppfattas kanske
som ett program for framst geometri. Men Geogebra kan anvéndas for alla
delomrdden inom matematik.

uttryck, som deriverar och integrerar, samt kan lésa och rita flodes-

kurvor till ordinira differentialekvationer. Men det #r ganska svart
att hitta datorprogram som kan rita kurvor till relationsuttryck av typen
x> +7y°=3xy. Det innebir att Geogebra kan anvindas till att undersoka dven
relationer mellan x och y pé olika sitt. Alla program klarar inte av att represen-
terax® + y* =3xy grafiskt, stminstone inte i kartesiska koordinater. Du hittaren
dynamisk version och Geogebra-filen pd www.geogebra.org/m/veymCEpp.

D et ir litt att hitta datorprogram som ritar kurvor av enkla funktions-

¥

2 —3zy+9y° =0
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Geogebra representerar x>+ y3=3xy i ett kartesiskt koordinatsystem.

Det hiir problemet kan vi emellertid komma runt genom att undersdka kur-
vor definierad i sa kallad parametrisk form. I matematikspecialiseringen i gym-
nasiet liser man om riita linjens ekvation i parameterform. Under Amnets
syfte i matematik stir det att undervisningen i dmnet matematik ska syfta till
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att eleverna utvecklar kunskaper om matematiska begrepp och metoder samt
formdga att anvinda dessa ... Undervisningen ska ocksd leda till att eleverna
utvecklar formdga att anvinda digital teknik och andra redskap som kan anvin-
das for att l6sa matematiska problem.

Vi ska visa hur man kan anvinda datorn som digitalt hjilpmedel vid
beskrivning av parametriska kurvor. En parametrisk kurva i planet bestir av
ett par av funktioner:

x=f(1)

y=¢@
dir de tva funktionerna definierar ordnade par av (x, y). Dessa tva ekvationer
kallas for parameterframstiillning av en kurva, eller fér kurvans definition pa
parameterform. Kurvans utstrickning beror pa hur ¢ dr definierad och i all-
minhet maste vi definiera ¢ for att kunna rita en kurva pa parameterform. I
manga tillimpningar sd kan vi tinka oss att x och y "varierar med tiden ¢” eller
att t beskriver en rotationsvinkel som en kurva ror sig utefter.

Det ir ofta fordelaktigt att ta en relativt komplicerad ekvation som beskri-
ver ett samband i rektangulira koordinater och skriva om denna i para-
metrisk form. En cirkel med radie 7 och medelpunkt (x,, v,) har ekvationen
x=xX,+7 cost,y=y,+7sint,0 =t = 2m. Hela cirkeln kan inte beskrivas med en
ekvation av formen y = f(x) eftersom tvé olika y-virden hor till varje x da x till-
hér det 5ppna intervallet (x,, — 7, x,, + 7). Diremot kan exempelvis den dvre halv-
cirkeln beskrivas av en sddan ekvation. Exempel:

Bestdm den parametriska ekvationen for cirkeln x>+ y?=5.

Lisning: Den givna cirkeln ir x> +y?=5. Vi vet att parameterframstillningen
av cirkeln x? +y?=rirx=7-cos @, y=7-sin®, 0= O < 27t.

Viidentifierar att 7=V5. Det ger att parameterframstillningen av x>+ y?=5
irx=v5-cos®,y=V5-sin®, 0=O@ < 2.

Ekvationen y=3x-2 beskriver en rat linje i ett kartesiskt koordinatsystem.
Men hur ser denna linje ut i parameterform?

Lisning: Om vi infor en parameter, exempelvis £, och later x och y vara funktio-
ner av denna, kan vi skriva linjen ovan pa foljande sitt: x =1, y =3t -2, -0 <t < o0,
I Geogebra kan vi grafiskt representera denna linje med hjilp av kommandot
Kurval<Uttryck>, <Uttryck>, <Parameter>, <Fran>, <Till>]. Observera
att niir vi skriver intervallet for £ i ovanstiende kommando s kan vi inte vilja
att t ska variera mellan -co<t< o0, di Geogebra riknar -eo<t<c. Vi liter nu
Geogebra konstruera en kurva dir alla punkter ligger pa en parabel:

x=t+4
y=1r-5

Vi ger féljande kommando i inmatningsfiltet: Kurva[t+4,#-5, £, -20,20]
och Geogebra levererar dirigenom foljande graf. Observera att vi pd detta siitt
far kontroll éver hur stort viirdemingds- och definitionsomridet blir. Du hit-
tar en dynamisk version och Geogebra-filen pa www.geogebra.org/m/nWWd2c8A.
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Geogebra representerar en parametrisk kurva.

Genom att eliminera ¢t fran
x=t+4
y=r-5

far vi kurvan y=x?—8x+11. Den kan vi rita i ett kartesiskt koordinatsystem
genom att bara skriva kurvan i inmatningsfiltet hos Geogebra. Nu ser vi skill-
naden mellan parameterform och kartesisk form. I den form som vi nu definie-
rade kurvan i fir vi mingden av alla punkter pa kurvan.

¥

Geogebra ritar litt upp kurvor i kartesiska koordinater.

Vi vill nu visa nagra mer eller mindre kiinda kurvor som enkelt kan uttryckas
med hjilp av parameterframstiillning. Genom att sitta pi animering av en eller
flera parametrar kan vi ocksa fa dessa figurer att pulsera.
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Asteroid

Vi skapar tva glidare a och b. Vi liter a variera mellan O och 5 med steg 0,05
och b att variera mellan O och 5 med steg 0,05. Vi skriver i inmatningsfiltet
Kurvala cos?(#), asin?(#), t, 0, 2xt]. Geogebra levererar den forsta asteroiden.

Viskriver en gang tilli inmatningsfiltet Kurvalb cos? (£), bsin®(¢), t, 0, 2x].
D3 levererar Geogebra den andra asteroiden.

Vi sitter glidare a pa sitt maximumvirde och glidare b pa sitt minimum-
virde. [ nista steg markerar vi dessa tva glidare i algebrafonstret och viljer ani-
mering pa. D4 fir vi tvd pulserande asteroider som dven kan firgliggas. Du hit-
tar en dynamisk version och Geogebra-filen pa www.geogebra.org/m/wX5TFwGd.

x = 1.9 cos® ()
e = 0<t<6.28
y = 1.9 sin” (¢)
a=19
x = 3.8 cos®(t) ——

. 0<t<6.28
y = 3.8 sin” (t)

En pulserande asteroid skapad i Geogebra.

Bernoullis Lemniskata

Aven en annan kind figur gir att visa med hjilp av parametrisering i Geogebra,
nimligen Bernoullis Lemniskata. Vi skapar tre glidare a, b och ¢ med mini-
mumvirde -5 och maximumvirde 5 med steg O,1. Vi skriver i inmatningsfil-
tet Kurvala cos(£)/(1 +sin?(#)), asin(f) cos(£)/(1 +sin?(#)), £, -7x, 7x] och
samma kommandon tva ginger till genom att byta a till b och ¢. Geogebra leve-
rerar tre kinda kurvor. Vi firgligger dem. Vi viljer a=3, b=2 och ¢=1, mar-
kerar dessa i algebrafonstret och viljer animering pa. D fir vi tre pulserande
Bernoullis Lemniskata-kurvor. Du hittar en dynamisk version och Geogebra-
filen pa www.geogebra.org/m/WSSBwoQQ.




cos (t)
=28 ——;"~—
a=28 o 1+ sin® (t)
’ cos (t)
1+ sin? ()

—21.99 < ¢ < 21.99
y = 2.8 sin (£)

cos (1)
1+ sin®(t
e: +sin(?) ® —21.99 <t <21.99
Cos
= 3.7 sin (£) —25)
Y sin (t) 1+ sin” (t)

c=2 r=3.T

cos (t)
"1+ sin’ (t)
cos (t)
1+ sin® (£)

Tr =

f: —21.99 <t < 21.99

y =2 sin (1)

Bernoullis Lemniskata.

Tre pulserande kardioider

Vivill iven passa pa och visa hur viskapar tre pulserande kardioider i Geogebra.
Vi borjar med att skapa tre glidare a, b och ¢ med minimumvirde O och max-
imumvirde 1,2 med steg 0,01. Vi skriver direfter in foljande kommando i
inmatningsfiltet: Kurvala (2 cos() - cos(2¢)), a (2 sin(¢) - sin(2£)), t, -7x, 7]
och samma kommandon tva ginger till genom att byta a till boch ¢. D4 far vi tre
kardioider som vi firgligger och viljera=0,b=0,6 och ¢=1,2, markerar dessa i
algebrafonstret och viljer animering pa med animeringshastighet 2. D4 fr vi
tre pulserande kardioider. Du hittar en dynamisk version och Geogebra-filen
pa www.geogebra.org/m/sQdm8Kaz.

a =045
b =0.23 d: x = 0.45 (2 cos (t) — C.DS (2t)) } _21.99 <t < 21.99
¢ = 0.81 y=0.45 (2 sin(f) —sin(2t))
e: =023 (Zcos(t) —eos(28) | _ o) 00 oy < 9199
/,,.-—-7-.,\\ y = 0.23 (2 sin(t) —sin (2 t)) - -
y \ . ®=0.81 (2 cos(t) —cos(2t)) |
[ < f: y = 0.81 (2 sin () —sin (2 £)) } 21.99 <1< 21.99
‘..‘\‘ ’J‘I
A4
En pulserande kardioid.
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Ftt pulserande hjarta

Vi hoppas att du nu har fitt en liten inblick i hur vackra representa-
tioner vi kan skapa pd detta sitt och vi avslutar med att visa hur vi kan
avbilda en klassisk hjirtform med Geogebra. Att representera ett pul-
serande hjirta i kartesiska koordinater ir inte helt enkelt. Vi konstrue-
rar istillet kurvan i parametrisk form genom att borja med att skapa tvé gli-
dare: glidare i som varierar mellan -2 och 2 med steg 0,01 och glidare n
som varierar mellan O och 2w med steg 0,01. Vi skriver i inmatningsfiltet
Kurvali16sin(#), i (13 cos(#)-5 cos(2£)-2 cos(3f) - cos(41)), t, 0, n]. Vi
sitter glidare 7 p4 maximumvirdet och sedan viljer vi animering pa glidare i.
Geogebra levererar dirigenom ett pulserande hjirta. Du hittar en dynamisk
version och Geogebrafilen pa www.geogebra.org/m/Zg4k8Wut.

] 1.7 - 16 sin® (&)
1.7

1 0<t<6.28
(13 cos () — 5 cos(2#) — 2 cos (3 1) —cos (4 1)) |

Yy
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Mattetalanger

inbjuder till

MOojligheternas dag

— en dag fylld med spinnande aktiviteter for dig som dr
sdrskilt begdvad eller sdrskilt intresserad av matematik

Ta chansen att utmana dig i matematikaktiviteter ledda av bland annat Valentina Chapovalova,

matematiker kand fran SVT:s Genikampen. Vi — barn och ungdomar fran saval grund- som gymna-

sieskola — ses den 9:e januari 2017 pa Blekinge Tekniska Hogskola i Karlskrona. Parallellt med matema-

tikaktiviteterna ges en konferensdag, for larare, skolledare, beslutsfattare i barn- och ungdomsfragor
och foraldrar, med fokus pa sérskild begdvning i matematik.

Las vidare pa
mattetalanger.ncmgu.se
eller kontakta oss pa mattetalanger@ncm.gu.se
Arrangorer: Blekinge Tekniska Hogskola i samarbete med Nationellt Centrum for Matematikutbildning
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