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BO rto M Va rd a g en med Lasse Berglund

Som ett komplement till all den matematik som behandlar vardagliga och
nirliggande rikneproblem frin det som brukar kallas verkligheten, och som
ofta anropas som den kontext som ska hdja matematikintresset i den svenska
skolan, foljer hir ndgra rader frin mer avligsna trakter.

Mot oandligheten

En summa dir termerna aldrig tar slut kallas f6r en serie. Stannar man upp
nigonstans pi viigen har man beriknat en si kallad delsumma. For tillrick-
ligt snilla serier giller att antingen blir seriens summa oindligt stor eller sa har
serien ett virde, ett tal som den konvergerar mot. Det senare resultatet kan
kanske fa en och annan gymnasieelev att hoja pi 6gonbrynen: méste inte en
summa alltid bli oindligt stor om den har oéindligt minga termer?

Serien nedan ir den s kallade harmoniska serien:

I+ srariqply
23 45 "7

Lat oss berikna en delsumma.

11 1 1 1
I+ -+-4-+-+-=245
tstz Tttt =2

Drar vi nu till med, sig en miljon termer, fir vi:

1 1
1+=-+4+ ...+ —~14,4
+ B + + 106 ,
Delsumman verkar vixa oerhort lingsamt. For att forsoka dvertyga oss om
att summan troligen inte kan bli hur stor som helst hugger vi till med ett tal
bortom allt férstand och vi far:

1 1
L5+ o ~ 184,8
Vi seratt om antalet termer ir fler éin alla atomer i hela universum(?), sa ir sum-
man inte ens uppe i 185. Fragan blir: gir det att fi denna summa hur stor som
helst, eller har den en vre griins? I ett forsok att reda ut detta viinder vi for en
stund vara blickar mot Cantor och hans teori f6r oindliga mingder.

Cantors uppfattning om det oandliga

For en dndlig mingd giller helt naturligt att en delmingd alltid dr mindre #in
mingden sjilv. "Om fem elever blir hemma en dag, ir det firre elever i klas-
sen dn da alla ir dir.” Det som utmiirker en oindlig mingd diremot ir enligt
Cantor exakt det motsatta: i en oéindlig mingd finns det alltid delmiingder som
ir precis lika stora som mingden sjilv. Detta liter minst sagt besynnerligt, sa
hur kan Cantor ha resonerat? Jo pi samma sitt som ett barn som dnnu inte har
lirt sig att rikna, men som ind4 vill avgdra vilken sorts godsaker hon har flest
av: hallon- eller lakritsbitar. Hon parar helt enkelt ihop dem tva och tvi — en
svart en 16d — och ligger dem allteftersom tillbaka i skilen. Nir hon inte kan
para samman lingre, utan star dir med fyra hallonbétar, vet hon, utan minsta
tvivel men framfér allt — utan att ha riknat — vilken mingd som ir storst.
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Om vi betraktar de naturliga talen 1,2, 3, ... och markerar exempelvis de i treans
tabell far vi:

1T 23 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16..

Cantor pastar nu att det inte finns ett enda tal mer i den givna talféljden
1,2,3,...iniden som idr markerad, trots att den senare helt uppenbart bara iren
utspidd delmiingd. For att se detta parar vi ihop dem, sd som Cantor angav och

si som barnet gjorde:
T2 3 4 5 6

36 9 12 15 18

Det framgir att de tvi oindliga mingderna loper fram parallellt hela vigen
ut. Inget tal i nigondera rad kommer att bli utan en partner. Hir har vi med
Cantors ord en en—till-en-korrespondens, en bijektion. De tva mingderna ir
enligt Cantor lika mdktiga.

Delmingden behover s klart inte vara just treans tabell. Dirfor har vi
tex foljande scenario, i linje med logiken men eventuellt pa tvirs med varda-
gens tankar: om Pelle trippar fram p3 tallinjen och sitter ner foten pa varje
heltal, 1, 2, 3, ... medan Lisa stegar fram med mer rejila kliv, pa sig bara vart
femhundrade tal, 500, 1000, 1500, ... s& kommer hon ind4 ha satt ner foten pd
exakt lika manga stillen som Pelle.

~

Den harmoniska serien har ingen grans

Vi itergar till serien som vi studerar och for att utréna om den eventuellt haren
dvre grins infor vi ndgra limpliga parenteser.

R e EEE T IR C T T

2 3 4 5 6 7 8 9 10 16 T
Tillsammans med vira elever inser vi att om vi i var och en av dessa parenteser
ersitter allanimnare med parentesens storsta nimnare, si blir alla dessa termer

mindre: ju storre nimnare, desto mindre kvot. Vi gor nu alltsd en skattning
nedat av vér serie, dvs vi forminskar den.

1 (11 11 1 1 11 1
Lo+ {g+7)t lgtststs) gttt T5)t =

4 8 '8 8 '8 16 ' 16 16
_1+}+2+§+§+ —1+1+1+1+1+
o 2 4 8 16 T 2 2 2 2 7
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Essensen av detta — sjilvklar men inda en smula svarsmiilt — ir att dessa halvor
inte dr firre till antalet utan exakt lika manga som originalseriens termer, diven
om exempelvis den fjirde halvan bestér av atta termer i originalserien och den
44:e halvan bestér av mer dn 17 tusen miljarder termer i originalserien.

En summa av oindligt manga halvor ir sa klart oindligt stor. Vi kan alltsa
konstatera att vir misstanke om konvergens var felaktig. Den harmoniska
serien kan bli hur stor som helst dven om det gir fruktansvirt lingsamt. En
frdga vi kan stillla oss &r hur manga termer vi miste ta med for att summan ska
dverstiga talet B definerat enligt

B=(S+1)!4+S+1

1034
dir S iir Skewes tal § = 101"

Mer att lisa om Skewes tal och talet B finns i artikeln Virldens storsta tal som
publicerades i Nimnaren 2005:1.

Bridge over troubled water

An mer orimligt kan sikert en del elever tycka, ir att nianting som man adde-
rar utan att ndgonsin sluta kan fa ett indligt virde. Betrakta dirfor foljande
samband:

Det finns en spinning mellan de tvé sidorna i likheten ovan, en spinning som
triggar var fantasi. I viinsterledet har vi oindligheten med hela sitt vidéppna
landskap, i hogerledet ndgot slutet, komplett, indligt. Sambandet stir diir
och liksom pekar pa en avgrund, den kanske mest hisnande som minniskan
kinner: grinsen mellan det dndliga och det oindliga. Och ind4 finns dir ett
likhetstecken, som en bro éver detta ofattbara sprang.

En enkel betraktelse dver en bit papper visar att sambandet verkligen
stammer.

o Lisa har ett pappersark.
© Hon skanuriva av hilften och ge bort den ena delen till Pelle.

o Sen tinker hon fortsitta pi samma siitt och ge bort hilften av hilften av
hilften ...

Frin figuren framgar, att hur manga bitar hon in river av, kan mingden papper
hon ger bort aldrig dverstiga det papper som hon utgick ifran dven om hon
haller p4 utan att ndgonsin sluta.
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Avslutningsvis

Om nigon lisare eventuellt undrar hur i hela fridens namn jag har orkat ligga
ihopallade10%° termerna, ir svaret att berikningen blir enkel om man iir bekant
med den matematiska kontext dir dessa riknedvningar ingdr. Med elementir
gymnasiekunskap i integralkalkyl och kinnedom om Eulers konstant C, given
enligt foljande for stora virden pa n:

1

1 1
=l4+-+-4+...+—-—=1 ~
C + 5 + 3 + ...+ o n(n) ~ 0,577

far vi med riknarens hjilp att den harmoniska summan med 10% termer blir

In(10%) + 0,577 ~ 184,8 .

Kort historik

Georg Cantor, 1845-1918, tysk matematiker och miingdlirans upphovsman.
Leonhard Euler, 1707-1783, historiens mest kreative matematiker. En grafisk
betraktelse ger att Eulers konstant C iir arean av rektangelsumman minus arean
under kurvan y=1/x, dvs det grd omridet i figuren nedan.
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