Erland Runelid

Icke unik representation
| vissa talbaser

I grunden for matematiken ligger den trygga talraden som vi alla tar oss an pa
nagot vis, kanske med kottar, pinnar eller fingrarna. Dérifran vanjer vi oss snart
vid att varje tal som skrivs med siffror, exempelvis 52, motsvarar ett antal. Men
helt trygga kan vi inte vara, ett antal kan representeras med flera olika tal!

ir andlig. Detta giller alla vanliga baser som 16, 10, 8 och 2. Men ocksé
mer ovanliga baser som 3, 17 och sa vidare. Vilj vilken som helst av
ovanstiende baser och talet 101011 representerar ett unikt viirde och kan heller
inte skrivas pd ndgot annat sitti just den valda basen. Detta ir sd invant s vi har
kanske svirt att ens formulera frigan om det finns icke unika representationer.
Om man viljer en riktigt obskyr bas kan ett och samma tal representeras
pé mer in ett sitt. Och ligg mirke till att vi fortfarande anvinder oss av pre-
cis samma positionssystem som i tidigare nimnda fall. Nimligen om vi ver-
ger heltalen och viljer basen ¢, det vill siga gyllene snittet, (14+V5)/2 = 1,618...
alltsa den positiva losningen till ekvationen 1/¢=¢—-1. Denna ekvation kan
enkelt skrivas om som ¢’= ¢ + 1 vilket ir sjilva nyckeln till det talsystem vi nu
ska studera, men ocksa till dess egenskap att ha icke-unik representation av tal.
Vi borjar med att systematiskt lista positiva och negativa potenser av ¢

‘ 7 ir vana vid att ett tal bara kan skrivas pa ett enda sitt om brikdelen
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Om vinuarrangerar pa limpligt sitt kan vi fi en summa utan . Till exempel

P+ P+ =20 41+ +1-3¢p+5=7

eller om vi anvinder den giingse principen for ett positionssystem

1 ¢*+1:¢*+0:9'+0-¢°+ 0:¢"'+0-¢7+ 0- 97+ 1-¢™*=1100,0001,= 7,
Ur sambandet ¢* = ¢+1 som vi sé flitigt anviinde da vi producerade listan pa
foregiende sida kan vi sluta oss till att teckenfoliderna ...100... och ...011... ir
utbytbara! Om vi tillimpar det pa vir representationav 7, s finner vistrax ett
exempel pé icke-unik-egenskapen:

1100,0001,,=10000,0001,=1100,000011,=10000,000011,,=10000,00001011,,

Hir kan man fordjupa sig hur mycket som helst. Exempelvis hur man systema-
tiskt skriver 1,2, 3,4 osv med basen ¢. Men vi har pavisat en intressant egenskap
och det fir ricka si. Den intresserade kan soka vidare med sokfrasen phigits
eller base phi number system.

For att travestera ett populirt uttalande om biniira tal, en travesti med en
liten utvidgning:

- Det finns 10,01 sorters mdnniskor i vdrlden, de som forstdr sig pa phigits
och de som inte forstar sig pé dem.
—Dumenarvdl 1,117

—Ja, 1,1011. Det var ju precis det jag sa!

Rubriken siger vissa baseri plural. Finns det alltsa fler? Ndgon kanske redan har
gissat att det ligger till pa just det viset. En annan méjlighet 4r talsystemet som
har fibonaccitalen som bas. Vi kan i listan ovan se hur fibonaccitalen redan dir
dyker upp (med alternerande tecken for negativa exponenter). Men det finns
fler kopplingar mellan det gyllene snittet och fibonaccitalen. Grinsviirdet

F
lim — =
n—oeo Fn ¢

ir vilbekant. Men ocksa att man kan bestimma vilket som helst fibonaccital
"lokalt”, utan att behdva arbeta sig fram rekursivt, med Binets formel:

-
n Jg :

Nu tillbaka till talsystemet. Vi formulerar och bevisar en tredelad sats:

i. Allaheltal ir antingen fibonaccital eller kan skrivas som en summa av
fibonaccital.

ii. Ingetfibonaccital behover forekomma mer in en gang, och tva
angrinsande fibonaccital behover inte vara termer i en sddan summa.

iii. Enrepresentation av ett heltal som en summa av fibonaccital ir inte alltid unik.
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Bevis:
i. Lat N, vara det tal som ska representeras som en summa. Vilj fibonaccita-
let, F. sa att F < N = F_, dvs. det storsta fibonaccitalet som ar mindre dn
eller fika med N Om F =N, sair vifirdiga. Om inte s giller att N - F <F |
_For om det inte vore sa det vill siga att N— F = F |, skulle det folja att
N,=F _+F =F_, vilket motsiger hur vi valde F . Litnu N1 N,-F .Omvi
upprepar den hir proceduren om och om igen fir vi en avtagande sekvens,
N,>N,>N,>... Dennasekvens kommer till slut att n 0. Under tiden kommer
vi att ha hittat de fionaccital som summerar sig till N . Foljdaktligen kan alla
heltal skrivas som en summa av fibonaccital.

ii. Visag tidigare att N—F <F_ sd inget fibonaccital behover forekomma mer
in en ging i en sidan summa. Vi sig ocksa att om F_férekommer i summan
si gor F och F_ inte det. Det betyder att tva angrinsande fibonaccital inte
behover vara termer i en sidan summa.

iii. Om, som ett exempel, ett heltal kan summeras som F + F_,+ F__ s kan
denna summa i kraft av fibonaccitalens definition skrivas om som F + F +
F _+F _,+F +F . Representationen iralltsd inte alltid unik.

(Inom parentes kan man hir nimna att heltal som ir ett mindre 4n ett fibonac-
cital (F —1) har en unik representation om inget fibonaccital far fsrekomma
mer dn en ging.)

Med utgingspunkt frin satsen ovan kan vi formulera talsystem, si vi gor hir ett
exempel diir talet 52 skrivs som en summa av fibonaccital. Ligg mirke till att
vindjer oss med en etta pa slutet i positionen fér den minst signifikanta siffran,
annars ir vi vana vid tvé ettor i borjan av talserien (1,1,2,3,5,8,13....).

52= 34 +13 +5
=1-34+0-21+1-134+0-8+1:5+0-3+0-2+0-1
=10101000,,,

Aterigen i kraft av fibonaccitalens definition kan vi sluta oss till att tecken-
foliderna...100... och ...011... dr utbytbara. Vi kan allts terigen se exempel pa
icke-unik-egenskapen:

10101000, =10100110,, =10011110,, ~ =1111110,,
34+13+5 =34+134342 =34+8+5+342 =21+13+8+5+3+2

Se dir kom ytterligare en koppling mellan gyllene snittet och fibonaccitalen.
Men framfor allt har vi visat att det gar att tinka sig talsystem med icke unika
representationer. Det kan mahiinda till en borjan tyckas sjilvklart d man forsta
gingen far principen for det vanliga positionssystemet klar for sig att represen-
tationen av ett tal miste vara unik. Men gyllene snittet ir ju pa si manga sitt
vildigt speciellt s det ir klart att det ir den viigen vi ska g for att hitta ett mot-
exempel. Och visst dr det skont att fa sin viirldsbild omskakad ibland.

LANKAR

http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Fibonacci/phigits.html
http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Fibonacci/fibrep.html
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