PER-ESKIL PERSSON

Absolut mojligt

Absolutbelopp namns inte i kursplanerna for gymnasiet, samtidigt
som forkunskaper kring dem efterfragas av hogskolan. Med
utgangspunkt i en kurs for lararstudenter konstruerades en

modelleringsmetod for absolutbeloppsfunktioner, som

aven gar att anvanda i gymnasieundervisningen.

Problemet

I en kurs innehallande funktionslira for 13-
rarstudenter arbetade vi bland annat med
brutna funktioner av skilda slag. Oftast ges
sddana funktioner i en form som anger dem
i olika intervall. Vid detta tillfille gillde det
funktionen:

{—0,5x+2,x£2
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Funktionen dr kontinuerlig, eftersom de tva
uttrycken ger samma virde for x=2. Hir
uppstod inget "hopp” som annars ofta fo-
rekommer. Nir vi tillsammans studerade

grafen, kom det plotsligt en fraga fran en
student: "Skulle man inte kunna anvinda
absolutbeloppistillet, sd att funktionen bara
fick ett uttryck?” Vi hade tidigare gjort 6v-
ningar kring funktioner med absolutbelopp,
och hon tyckte att detta verkade ganska likt.
Jag hade sjilv inte tidnkt pa att det skulle g3,
faktiskt mest beroende pd att jag inte satt
mig tillrickligt in i den typ av funktioner
och vad som egentligen var méjligt. Men det
hir var en bra uppgift att gemensamt un-
dersdka i gruppen, si vi satte igdng, bevip-
nade med penna och grafriknare.

Brytpunkten fér funktionen ir ju x=2,
och en vanlig absolutbeloppsfunktion med
samma brytpunkt dr y=|x-2|. Enligt defi-
nitionen p& absolutbelopp ir:

x—2dax—220, alltsd x >2
YT -(x-2)=—x+2dix<2

Denna funktion dr symmetrisk kring x=2,
och vidrér x-axeln dir. Men vér sékta funk-
tion ska istillet ha sin "spets” i punkten
(2,1). Dessutom ska den ha andra riktnings-
koefficienter &n +1. Lutningen kan 4ndras
med en koefficient framfor absolutbeloppet
och hojdlaget med en konstantterm. Om vi
provar med y=0,5|x-2|+1 fir vi ndgot som
liknar grafen vi sdker:
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Det dr ganska niira, men grafen ér fortfaran-
de symmetrisk kring x=2. Nu kom nigon
pa att man kunde ha en x-term till, utanfor
absolutbeloppet. Vad skulle den i s fall ha
for koefficient? Eftersom absolutbeloppet
ger ett symmetriskt bidrag (%), bor den vara
medelvirdet av de tva tidigare,

Mzojs

Koefficienten framfor absolutbeloppet bér
vara hilften av riktningséndringen,

22(059) o5

och y=0,75x+C+1,25|x-2|. Om grafen
ska g& genom punkten (2,1) méaste d&, vil-
ket inses genom enkel insittning. Vi kunde
till sist ange den firdigmodellerade funk-
tionen: y=0,75x-0,5+1,25|x-2]|. Det var
med spanning vi provade var funktion. Den
stimde! Det var faktiskt mojligt att anvinda
absolutbelopp, och mina studenter hade bi-
dragit till att bade de och jag sjilv hade lirt
oss ndgot nytt om funktioner.

Generalisering

Nu kunde historien ha varit slut med detta
lyckade féretag. Men jag kunde inte slip-
pa tanken pd funktioner med absolutbe-
lopp, som till stor del var obanad mark for
mig. Vad hinder om man summerar tva ab-
solutbelopp, till exempel? Om man slump-
vis provar en sidan, y=2|x-1|+0,5|x-4],
far man en graf som ir bruten i badde x=1
och x=4. Den bestar alltsé av tre sektioner i
intervallen x<1, 1 <x<4 och x>4, med rikt-
ningskoefficienterna i tur och ordning -2,5,

1,5 och 2,5. Det ir inte svart att inse hur
dessa har bildats ur talen 2 och 2,5, genom
de teckenvixlingar absolutbeloppen orsakar
i brytpunkterna. Men gir det att gora tvirt-
om, att bérja med en graf och konstruera
det funktionsuttryck, som ger denna? Lat
oss utga frén denna:
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Brytpunkterna dr hir x= -1 och x=3. Vida-
re ir lutningarna -2, 1 samt —0,5 och grafen
gar tex genom punkten (3,2).

Liksom i det ursprungliga problemet
maste man utgd frdn "balansen”, dvs medel-
virdet mellan den forsta och den sista lut-
ningen, nir koefficienten fér den fristdende
x-termen bestdms. Absolutbeloppstermer-
na dndrar ju lutningen med dubbla koeffi-
cienten, s denna maéste alltsd motsvara hal-
va dndringen.

Fér x=1 har vi allts8

1=2) s
2
och fér x=4 blir det
05-1_4 75

Med insittning av x- och y-virdena i den
kinda punkten kan funktionen slutligen
faststillas till: y=-1,25x-0,25+15]|x+1|
~0,75|x-3|

Detta ser ut som en generaliserbar me-
tod, vilket ir helt korrekt. Man kan bevisa
foljande allménna formel:

En kontinuerlig funktion, bestiende av
n ritlinjiga sektioner med riktningskoeffi-
cienterna k, k,, ..., k, mellan brytpunkter-
na x,x,, .., X, , och som gir genom punkten
(x, ¥,) gesav:
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dar C bestdms genom inséttning av (x,, y,).

Beviset dr inte sirskilt svart. Det bygger
pa att man ansitter en summa av absolutbe-
lopp med koefficienterna framfér som obe-
kanta, och sedan bildar ett ekvationssystem
genom att i tur och ordning betrakta samt-
liga n intervall. Ekvationssystemet 16ses fak-
tiskt ganska latt och ger formeln ovan.

Lat oss prova formeln pa féljande "M-

graf”:
A

VA

1

Observera att grafen foljer x-axeln, bade fér
x<0 och fér x>4. Den har 6 sektioner med
brytpunkternaix=0, 1,2, 3 och 4 med k=0,
4,-2,2, -4 och 0. Formeln ger:

yzw-x+c+ﬂ-|x—0|+ﬂ
2 2 2
oo+ 222 g A2y
2 2
LUl G Y

2
Insittning av punkten (0,0) ger C=0, och
den vackra funktionen:
y=2|x|-3[x-1]+
2|x-2|-3|x-3|+2|x-4|

Ytterligare generalisering

Overraskande nog kan man dven modellera
brutna funktioner i vilka sektionerna bestér
av polynom av hogst andra graden. En van-
lig kvadratisk absolutbeloppsfunktion ar

y=[(x-1)(x-3)|.

A

A\ /

-1 T 2 3 4 5

I denna faktoriserade form inser man litt
hur teckenvixlingarna sker i de tre inter-
vallen. Men hur blir det om man flyttar ut
den ena faktorn: y=(x-1)-|x-3]? Och
vad blir skillnaden mellan y=|(x-3)?| och
y=(x-3)|x-3|? Prova girna!

Funderingar kring detta gav upphov till
att jag férsokte skapa en liknande formel
som ovan, anvindande av samma typ av be-
vis. Resultatet blev féljande:

En kontinuerlig funktion med n sek-
tioner som beskrivs av andragradsuttryck
a,x*+b,x mellan brytpunkterna x,, x, .., x|
och som gar genom punkten (x,, y,), ges av:

>

_a+ta, ~x2+b1+b"-
2 2

x+C

- b,—b
+(_a22a, -(x+x1)+—22 1)~|)c—)cl|+...

- b,—b
+(an 2an—1 .(x+x’171)+ n 5 nl)|x_xn1

dar C bestams genom inséittning av (x_, y ).

Formeln kan i férstone verka aningen
monstruds, men vid nirmare paseende ser
vi samma typ av medelvirden i den "fria”
polynomdelen och de halverade #ndring-
arna framf6r absolutbeloppen som fér den
forsta formeln.
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Vi provar dven denna med en "M-graf”, fast-
dn nu rundad:

INER .

—1|1£345

Det ir inte lika latt att finna andragrads-
uttryck for en given sektion, men lite be-
rikningar ger y=-4x?+8x fér 0<x<2 och
y=—4x?+24x-32 for 2<x<4. For forsta
och sista sektionen dr y=0. Observera att
konstanten -32 egentligen dr ointressant i
sammanhanget. Insittning i formeln, med
punkten (0,0), ger:

y=(-2x+4)|x|+8-|x-2]
+(2x-4)-|x-4]|.

Visst pdminner det om logotypen for en
viss snabbmatskedja. En sak att pdpeka hir
ar ocks3 att det i bdda "M-graferna” sakna-
des en "fri” polynomdel. Detta, inser man,
hinger samman med att funktionerna ir
noll bade for stora och fér sma x. Om grins-
virdet av y dd x gdr mot oidndligheten ska bli
noll, maste koefficienterna i den fria delen
samtliga vara noll.

Gar det d3 att finna motsvarande formel
da vi har polynom av tredje graden eller ho-
gre? Joda, det finns sddana, men de ir for-
stas allt mer komplicerade (den intresserade
lasaren kan sjilv prova med tredjegradsut-
tryck). Det 4r inte utan att man blir lite stolt
nir man finner sddana hir eleganta sam-
band. Med siikerhet har de ocks8 beskrivits
av andra i en eller annan form, men jag har
inte lyckats finna nagot stille som kan fung-
era som referens. Visst var det en fantastisk
“resa” mina studenter och jag togs pa genom
den friga som en av dem stillde!
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Absolutbelopp i undervisningen

Studenterna som pébérjar sin utbildning till
matematiklirare har oftast mycket begrin-
sade kunskaper om absolutbelopp. Oftast
har man bara har sett absolutbelopp anvin-
das pa vanliga tal, tex |-7|=7, och forstieligt
nog ir man fragande infér nyttan av detta.
Ibland kinns absolutbeloppet igen i angivel-
ser av intervall, som |x-5|<2, men hir 4r osi-
kerheten stor. Och det dr &nnu mer ovanligt
att man sett absolutbeloppsfunktioner. Var-
for dr det s hir?

I Nimnaren nr 2, 2006, beskriver Thun-
berg mfl vad de kallar “glappet” mellan
gymnasiets mal och hégskolans forvint-
ningar. Listan 6ver stoffomréden de menar
faller mellan stolarna tar bla upp absolutbe-
loppsfunktionen. De beskriver inte nirma-
re pa vilket sitt de 6nskar att den tas upp,
men jag antar att en god fortrogenhet med
anvindning inom ekvationer, olikheter och
funktioner dr 6nskvirt. Niar "mina” larar-
studenter med gymnasieinriktning kom-
mer till analyskursen, bérjar absolutbelopp
flitigt anvindas for att beskriva intervall,
exempelvis i grinsvirdesbestimningar eller
hirledning av derivator. I det lidget bor inte
utvecklingen av begreppsforstéelse hindras
av att man inte férstdr hur absolutbelopp
fungerar. Alltsé maste detta omrade i férvig
tas upp och gés igenom noga.

Nuvarande kursplaner fér gymnasiet
nimner inte alls absolutbelopp, ens fér de
hogre kurserna. Det beror sdledes helt pa
den enskilde liraren om och hur eleverna
far arbeta med det. I planerna som utarbe-
tats fér Gy07, som for nirvarande ligger
pa is, hade man rittat till detta "glapp”. Fér
den tredje kursen, obligatorisk for naturve-
tenskapsprogrammet, finns punkten berdk-
ningar med tal skrivna pd olika former och be-
greppet absolutbelopp.

Det specificeras inte nirmare i vilka sam-
manhang begreppet ska utvecklas, men
kursen innehaller savil ekvationer och olik-
heter som grinsvirden och inledning till
analysen. Hir finns det alltsd stora mojlig
heter att arbeta med absolutbelopps-
funktioner av liknande typ som ovan, kanske
i den "omvinda” versionen som modellering.




Det dr ocksd givande att losa ekvations-
system och olikheter innehéllande absolut-
belopp. Man #r d& tvungen att fundera pa
uttryckens tecken i olika intervall, vilket r
en utmirkt férévning till de teckenunder-
sokningar man gor i analysen.

Funktionsévningar med
absolutbelopp

Funktioner innehallande absolutbelopp kan
vara en bdde annorlunda och rolig vig till att
6va och bli fértrogen med exempelvis:

o teckenvixlingen i algebraiska uttryck
nir variabeln dndras

© parametrarnas betydelse i linjira och
kvadratiska funktioners

o hur antalet 16sningar i ekvationer och ek-
vationssystem bestims av parametrarna

© modellering med linjidra och kvadratiska
ekvationer i intervall.

Endast fantasin sitter grinser pa hur évning-
ar som inbegriper absolutbelopp kan se ut.
Hir kommer ndgra som med férdel kan bear-
betas bdde med riknare/dator och fér hand:

. Undersdk antalet lésningar till ek-

vationssystemet for olika virden pd
konstanten m:

y= |x — 2|
y=0,5x+m
Vad hinder om man #indrar koeffi-

cienten 0,5 i den andra ekvationen till
1,5? Varfor?

. Undersdk pd samma sitt:

y=m—|2x—5|

{y=l2x—4|

. Los ekvationen:

|(x-1)(x-5)|=0,5x+1

. Rita upp roliga konturer som dr méj-

liga att modellera med en absolut-
beloppsfunktion och konstruera se-
dan denna funktion. Nedanstdende
ar tinkt att vara en kontur av en borg.
Kan du ge tillhérande “borgfunk-
tion”?
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