Strovta

med Lasse Berglund

Rata linjer och tata punkter

O mman betraktar riita linjer p formen y = kx, kan man friga sig vilka av

alla dessa linjer som passerar genom punkter med heltal i bida koordi-
naterna. Kan vissa riita linjer ha manga sidana punkter och kan andra
riita linjer ha nigra fa?
Man inser att en linje som tex y=16x, bland alla sina decimala koordinat-
par innehéller punkterna (5;8) (10;16) (15;24) ... utan slut, se figur 1.

y=16x

- » Figur1

P4 liknande sitt far vi med ett k-viirde mindre in 1: y=7x/31 ger (31;7) (62;14)
... 0sv. Samma resultat. Vad vi in viljer, far vi heltalskoordinater hela viigen ut.
Och tinker man efter, dr detta ritt sjilvklart. Men istillet for att avsluta redan
hiir, 14t oss kort se lite pa hur vara talmingder ir konstruerade.

Fran diskret till kontinuerlig

Med de hela talen, Z., far vi en diskret talrad, s som punkter utlagda med luft
emellan, se figur 2a. Med inférandet av brak far vi de rationella talen, Q, se figur
2b. Att det blir tringt forstdr man, di man inser att mellan tva tal i brakform,
hur titt de dn ligger, finns det alltid oindligt manga nya, igen och igen i en evig
process. Trangt alltsd, men fortfarande diskret.
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Figur 2a,b,c
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Slutligen; med inférande av de irrationella talen, dvs de tal som inte kan skrivas
pa formen a/b, far vi intligen en linje som vi kan rita utan att lyfta pennan; ett
kontinuum, se figur 2c. Vi har alltsa:

de rationella talen + de irrationella talen = mangden av de reella talen, R.

Fran allt till inget

Redan Pythagoras visste att /2 ir ett irrationellt tal, dvs v2#a/b. Si vad hin-
derom vinuliggerin linjen y=xv2 i vart gitter av heltalskoordinater? Kommer
den linjen ocks3 att stota pa punkter i en evig strom? Lat oss se hur det blir om
visitter in heltalspunkten (m;n) i linjen ovan:

n=mv2 = 2 =v2

m

vilket som sagt, redan de gamla grekerna visste ir felaktigt. Den hir linjen upp-
for sig helt annorlunda. Den kommer till skillnad frin de andra, att lyckas ta sig
fram utan att vidrora en enda punkt pa sin viig ut mot oindligheten, se figur 3.

Figur 3

| 2

1

[ ett forsok att fa in dtminstone en triff pa denna linje, fortitar vi nu vért gitter
och det ganska rejilt. Vi 6ser helt enkelt in alla(?) punkter med briktalskoordi-
nater, dér det redan mellan noll och ett som bekant, finns odndligt manga. Kan
linjen ta sig igenom dven denna konstruktion? Aterigen tar vi en godtycklig
punkt, (a/bn/m), sitter in i vr linje y =xv2 och far:

n_tn oL S
m b

ma

som iir rationellt, vilket vinsterledet inte iir, dvs en motsiigelse. S trots att gall-
ret, milt uttryckt, nu dr titt, kan vi konstatera att iven denna gdng smiter den
rackar’n igenom helt friktionsfritt utan en enda kontakt, se figur 4.

Figur 4
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En annan aspekt
De reella talen har 4ven en annan indelning. Det 4r samma tal s3 klart som
innan och samma linje, men kategoriseringen ir en annan. Foljande tal:

sin 24° V6 m g3 577

ir alla exempel pa reella tal som ir irrationella. Men om vi tar tva av dem och
kvadrerar, far vi:

V62=6 ett rationellt tal
m=9,869... fortfarande irrationellt.

Det ir ninting som skiljer dem at. Vi har dirfor foljande distinktion: de tal
som iir [osningar till algebraiska ekvationer, dvs polynomekvationer med ratio-
nella koefficienter, kallas for algebraiska tal. Tal som inte dr [6sningar till sidana
ekvationer, kallas for transcendenta tal. Nedan visas ndgra exempel.

Algebraiska Algebraiska
ek%/ationer talg )  Transcendenta
tal ar t.ex.
T e In2
5x-40=0 8

é‘

M -10x7 +12=0| Y5+
¥ =-2=0 V2

Som vi ser kan de algebraiska talen vara bade rationella och irrationella. En lika
naturlig indelning av den kontinuerliga tallinjen ir dirfor foljande:

de algebraiska talen + de transcendenta talen = mangden av de reella talen, R.

S4 1at oss fortiita vart gitter en sista ging. Nu pressar vi in dven de irrationella
algebraiska talen, innu en oindlig mingd.

Antligen kan vi fanga in vér linje y=xv2, for viljer vi tex punkten med
x-koordinaten 3, far vi direkt talparet (3;3v2) som ir en algebraisk punkt och
som dirmed finns med i virt senaste gitter, se figur 5.

y=mx y=xx/§

Figur 5

Men precis niir vi tror att segern ir vunnen, fir vi syn pa linjen y=mx. Vi gor
som vanligt en kontroll, och viljer punkten (¢;8) diir biada koordinaterna ir
algebraiska tal.
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Gér viin ensista gingi linjens ekvation, far vi,

f=ma = w= é
«
som ir en motsigelse da i1 ir transcendent och kvoten av tva algebraiska tal all-
tid blir ett nytt algebraiskt tal. Vi kan bara se p4, sucka och konstatera, att pa sin
fird fran origo och vidare bort utan slut, kommer den linjalraka linjen y = mx att
passera genom denna ryamatta av punkter utan att nigonstans pa vigen tang-
eraen endaav dem, se figur 5.

Ovantad rikedom

Under seklernas gang har s klart minniskans kunskap om m kat. Men dess
inre liv avslojades inte p4 allvar forrin i mitten pa 1700-talet, d& Lambert bevi-
sade att 7 ir irrationellt. Drygt hundra ar senare fordjupades insikten, da
Lindemann lyckades med bedriften att visa att 11 dven ir transcendent, dvs 1
kan inte vara losningen till en algebraisk ekvation.

Med sitt berémda diagonalbevis frin r 1891 kunde Cantor fastsli att de
reella talen inte gdr att numrera. Han lyckades ocksa visa, vilket kanske ir min-
dre kint, att det ir tvirtom med de algebraiska talen: dessa gar att stiilla upp
pd en rad i en lista. D4 inser vi att vi inte kan dra nigon annan slutsats &n att
den enda mingden som bidrar till det icke numrerbara, den dverligset storsta
mingden, ir den transcendenta.

Linge trodde man att de transcendenta talen bara var undantag, obskyra
anomalier, och 4n idag 4r det fortfarande mycket svart att vaska fram nigra,
om uttrycket tillats. Sa situationen {6r vara kiira gamla tal far vil sammanfattas
s, att de som vi kiinner absolut simst till, som diffusa figurer i marginalen, har
visat sig vara de som dominerar utrymmet totalt pa den reella tallinjen. Det éir
de transcendenta talen som utgdr normen.

NOTER OCH HISTORIK

Vihar i denna artikel begransat oss till de reella talen. Det existerar bade
algebraiska och transcendenta tal bland de komplexa talen. Nagra av de som
kommit med avgorande bidrag till utvecklingen av teorier om dessa tal ar:
Pythagoras, berémd for satsen som bar hans namn, 500 fKr

J.H.Lambert, schweizisk matematiker, 1728-1777

F. Lindemann, tysk matematiker, 1852-1939

Georg Cantor, tysk matematiker, 1845-1918, mangdlarans upphovsman
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