HAKAN LENNERSTAD & LARS LUNDBERG

En annan addition
och Stern-Brocots trad

Nar tva brak adderas sa adderar man brakens taljare for sig och

namnare for sig. Sa far man val inte géra? Joda, det far man,
men inte med vanlig addition. Har far vi en glimt av vad
foljderna blir av denna annorlunda addition.

imnarens férra nummer innehdll
bland annat DLP 29, dir Lars Mou-
witz tar upp en “addition”
2 43 _243 _5

3 4 3+4 7
Den vinstra likheten liknar hiadelse mot ma-
tematiken, dir star ju att 17/12=5/7. Kan
man halla med om det? Nja, men 13t oss inte
hinga upp oss pa smasaker som ritt och fel!

Mouwitz ndmner ett par tillimpningar
for denna addition. Antag att man har en
skal med 2 réda kulor och 3 svarta, och en
annan skal med 3 réda och 4 svarta. Om de
bada blandas #r férhéllandet 5/7. Om man
forst kor bil 270 km pa 3 timmar, och sedan
150 km pa tva timmar, s& 4r medelhastighe-
ten (270 + 150) /(3 + 2) km/tim. Jag kan bi-
dra med en till. Om vi har a kg gas i en be-
héllare vars volym &r b liter, och c kg gasien
annan nirbeldgen behallare som #r d liter
stor, sa ir titheterna a/b och ¢/d. Om vi tar
bort en mellanvigg mellan de tva behéllar-
na sé att gaserna blandas, s fir vi en gas vars
tithet dr (a+b)/(c+d).

Lat oss emellertid undvika hidelser mot
matematikens allra heligaste - sanningen —
genom att skriva denna "addition” med ett
annat plustecken, till exempel tecknet ©.
Det anvinds girna i matematiken nir det
dyker upp nigon ny additionsliknande ope-
ration. Vi kan d3 skriva

2 3 _2+3_5

och risken att brinnas pa bal gdr mot noll.

Som exemplen ovan antyder kan operatio-
nen vara anvindbar i en situation dir man
slar ihop tva liknande situationer till en
enda, och stiller samma medelvirdesfriga
om den stdrre. Den kan upprepas till tre
ganger: a/b® ¢/d @ e/f (tre skdlar med kulor,
tre korstrickor, tre gasbehéllare), eller fler.

En annan tillimpning 4r vektoraddition:
(a,b) + (c,d) = (a+c, b+ d). Vektoradditionen
fungerar pd samma sitt som @ vilket bety-
der att mycket av vad vi vet om den ena kan
overforas till den andra. For en vektor (a, b)
ar kvoten a/b ocksd viktig, den anger vek-
torns riktning. Vektoradditionen kan dven
generaliseras till tre eller flera dimensioner
— tre eller flera tal pd en ging. En kvot har ju
bara tvé tal.

Men tillbaka till @. Talet (a + b)/(c + d),
som vi nu kan skriva a/b @ c/d, kallas medi-
anten av a/b och c¢/d. Sa vi kan kalla ® fér
mediantaddition. Om a/b och c/d ir olika
brak, sig a/b<c/d, s& kommer medianten
att ligga ndgonstans mellan dessa brak, dvs
a/b < (a+b)/(c+d)<c/d. Eller, med teck-
net®, a/b<a/b®c/d<c/d.

Det finns ett underbart trid baserat pad
denna operation, som konstruerades pa
1800-talet. Moritz Abraham Brocot efter-
trddde Carl Friedrich Gauss i Gottingen, och
publicerade 1858 tridet i Uber eine zahlenthe-
oretische Funktion [5]. Tva &r senare beskrev
klockmakaren Achille Stern oberoende av
Brocot samma trid i en rapport om hur kugg-
hjul kan arrangeras effektivt [1]. Triadet fick
dérigenom namnet Stern-Brocots trdd.
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Huvudreferens fér tridet idr idag Concrete
Mathematics av Donald Knuth, Ron Graham
och Oren Patashnik [2]. Ingen matematik-
bok &r skriven med en sddan medryckande
men saklig gnista, som denna, rakt igenom!
Den #r ett matematiklitterirt underverk pa
doktorandniva.

Stern-Brocots trid startar med tva speci-
ella tal, som har kallats noll och oidndlighe-
ten maximalt férkortade, nimligen de tva
"bréken” 0/1 och 1/0 (flammorna dénar i
bakgrunden). Man kan s#ga att dessa tv tal
ir tridets tva rotter.

Tillimpar vi mediant-operationen pé
dem ir vi aterigen pa fast mark, for det ger
0+ 1)/(1 +0) = 1/1. Vi skriver 1/1 och inte
1, £6r vi dr hir intresserade av brdk — ratio-

nella tal. Talet 1/1 #r tridets stam vid mark-
nivd. Medianten befinner sig i storleks-
ordning mellan de tva "talen” 0/1 och 1/0, sa
vad ir naturligare dn att sitta "talen” i ord-
ning: 0/1, 1/1, 1/0?

Om vi fortsitter att tillsdtta medianter i
mellanrummen, s3 fir vi 0/1, 1/2, 1/1, 2/1,
1/0.F6r0/1®©1/1=1/2 0ch 1/1 ®1/0=2/1.
Nu har vi kommit upp till de tvd huvudgre-
narna 1/2 och 2/1. Nista gdng vi lagger till
medianter i alla mellanrum far vi talen 0/1,
1/3,1/2,2/3,1/1, 3/2, 2/1, 3/1, 1/0. Det kan
vi se som att de tvd grenarna 1/2 och 2/1 har
delat upp sig i vardera tva grenar.

Notera att talen i foljden hela tiden dr i
vixande ordning i horisontell riktning. Vi
kan skriva upp det vi har som ett trad, till
exempel pa féljande sitt:

Detta dr bérjan pa Stern-Brocots trid. Man
kan fortsitta pd samma sitt. Vi ldser allt-
sd av tridet horisontellt, och medianten av
tva horisontella grannar bildar ett nytt 16v
hoégst upp i tridet. Det betyder att varje gren
delarsig pd nytt i tva grenar genom mediant-

1 2 3 3

operationen. Tridets foljande 16v 4r 1/4 fran
0/1 och 1/3, 2/5 fran 1/3 och 1/2, och ytter-
ligare sex mediantoperationer pa horison-
tellt angrinsande tal ger 3/5, 3/4, 4/3, 5/3,
5/2, och 4/1. Sitter vi in dem ocks4 i tridet
far vi nedanstdende bild:

4 5 5 4
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Antalet noder pa en viss niva i tridet ir 1,
2,4,8,16,32,... Om man bortser frin de tva
rétterna 0/1 och 1/0 &r tridet ett s3 kallat
binirt trad. "Markninvan” skiljer ut 0/1 och
1/0 - efter dessa borjar regelbundenheterna
pa allvar. Det fantastiska med detta trid ar
att man kan bevisa att varje positivt ratio-
nellt tal upptrider exakt en ging i detta
trad! Och de upptrider alltid maximalt f61-
kortade. Inte ett enda brdk dyker upp som
kan forkortas.

Stern-Brocots trad gér att finna pd ménga

Det blir lite rérigare, men riktigare. Som bi-
nirt trad ser det ut som varje nod har tva
barn. I sjilva verket har varje nod odndligt
antal barn. Diremot har varje "barn” tva
"forildrar”. Detta dr den vanliga termino-
login fér grafer, som t.ex. slikttrid. Termi-
nologin blir lite kuslig hir, for i detta triad
har den ena férildern till ett barn alltid ett
annat barn tillsammans med detta barn...
N3, det ir bara ord!

Man kan beskriva tal entydigt med vand-
ringar i detta trid, fr&n noden 1/1, Nu bort-
ser vi igen frdn distansrelationerna. Nota-
tion: V = Vinster och H = Héger. D4 4r V
=1/2,H=2/1,VV = 1/3, VH = 2/3 (forst
vinster sen hdger), HV = 3/2, osv. P3 nista
niva 4r VHV = 3/5, osv. | VH-systemet har
varje rationellt tal en dndlig representation,
eftersom varje rationellt tal dyker upp forr
eller senare.

S& bra ir det inte i decimalsystemet. Har
finns det manga rationella tal som kréiver en
odndlig representation, det enklaste exem-
plet dr vil 1/3 = 0,333333... I decimalsyste-
met har vi odndlig utveckling si fort nim-
naren innehéller ngon primtalsfaktor som
inte 4r 2 eller 5. P4 motsvarande sitt i basen
6, till exempel, har 1/2, 1/3 och 1/12 dndlig

PR

webbplatser, dock uppochnervint, och utan
att 0/1 och 1/0 beskrivs som rétter.

Triadet brukar som sagt skrivas som ett bi-
nirt trad. Men det &r inte ndgot binért trid.
Om du tycker det dr ndgot skumt med figu-
ren, sd har du ritt. Inte alla mediantoperatio-
ner ir representerade. Till exempel 3/2 ér ju
1/1@2/1 - varfor ar forbindelsen till 1/1 inte
representerad? Det ir ett binart trad bara om
man systematiskt ignorerar den ena typen av
forbindelse. Om man tar med alla férbindel-
ser far vi féljande utseende:

utveckling, men inte 1/5 eller 1/21. Stern-
Brocot-utvecklingen beror inte alls péd vil-
ken bas man anvinder. Alla rationella tal
har dndlig utveckling.

Diremot finns det irrationella tal som ir
periodiska! Vada? Det finns inga irrationella
tal med! Nej, men varje irrationellt tal, som
tex ®, kan med tridet uppskattas av en foljd
rationella tal, som ger bittre och bittre ap-
proximation. I denna tanke ligger ju sjilva
den matematiska definitionen av reella tal.

Men irrationella tal kan vil inte ha peri-
odisk utveckling? (En ny hidelse? Bélet
flammar upp.) Decimalutveckling - nej,
Stern-Brocot-utveckling - ja. Den foljd av
brak dir nidmnare och tiljare vixer snab-
bast i tridet ges av Fibonacciserien. Det
ar 1/1, 2/1, 3/2, 5/3, 8/5,...,Fn+1/Fn,..., al-
ternativt dess inverterade virden p3 an-
dra sidan av tridet. Denna konvergerar
mot gyllene snittet (v5+1)/2, som i Stern-
Brocotutvecklingen &r HVHVHVH... Hir
har vi en periodisk Stern-Brocotutveckling
for ett irrationellt tal — dessutom ett myck-
et berémt sddant.

Det hela ir relaterat till kedjebrdk. Sig
att H*VPHV® 4r ett tal dir man forst gér a
steg till hdger, sedan b steg &r vinster, osv.
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Man kan visa att det brik som svarar mot
sekvensen H*V?H V" ir talet a + 1/(b + 1/(c
+ 1/(d + 1))). Sddana upprepade divisioner
kallas kedjebrék. Mycket riktigt giller d& att
(B5+1)/2=1+1/01 + 1/(1 +1/(1 +..).

Man kan rita tridet pd ett ndgot annor-
lunda sitt s att héjden for en nod a/b ir
a+b. Antalet noder pd en viss hojd dr da
©(a+Db), dvs den ges av Eulers @(n)-funktion.
Denna funktion anger antalet tal mellan
1 och #n som saknar gemensamma faktorer
med 7. S3 vi har till exempel ¢(n)=n-1 om
n dr ett primtal. De k dir (a+b—k)/k ir max-
imalt férkortat, alltsd dir a+b—k och k sak-
nar gemensamma faktorer, 4r just de som
forekommer i tridet p8 niva a+b. Ett sddant
trad finns pa matematik.lennerstad.se.

Summa summarum: mediantadditionen
® ir en mindre kind slikting till den van-
liga additionen +, som har egna regler och
egna anvindningar. Matematiken tillater
utvecklande av stindigt nya distinktioner,
som tillater det gamla att férbli 100 % of6r-
indrat, relevant och sant. Det 4r en remar-
kabel egenskap hos matematiken att det
nya inte ger intrycket av att underminera
det gamlas sanningshalt, som ju ir fallet i
manga andra sammanhang. (Nu grillas det
sojakorv pé bélet.)

Avslutningsvis ndgot om referenser-
na. Boken [2] r redan recenserad. I [3] an-
vinds Stern-Brocots trid till att uppskatta
rationella tal med andra rationella tal som
har mindre ndmnare. En hogst naturlig fra-
ga som behandlas hir dr: vad 4r den minsta
oundpvikliga orittvisan (betecknad [*%].) om
a objekt ska delas mellan b personer som de-
lasi ¢ grupper?

Ett thrillerartat exempel: En grupp av 7
dykare har stannat pa ett stort djup lite ling-
re 4n de tinkt sig. De har 12 syrgastuber och
3 ubétar.  ubdtarna ir syret redan ir férbru-
kat. Vad ir den jimnaste uppdelningen av
dykare och gastuber pa de tre ubitarna, fér
att alla ska klara sig nér de gér upp till ytan?

Om det var en enda ubét skulle var och en
fa 12/7 tuber syrgas. Ett tips for 16sning &r
att fortsétta rita Stern-Brocots trad till 12/7
dyker upp, och sedan titta pé foregdngarna
till 12/7. Svaret dr 5/3, 5/3, 2/1, som gor att
1/3 (storsta minus minsta) 4r minsta m&j-
liga orittvisa (detta skriver vi ['%]; =1/3).
Det kan finnas andra l3sningar som ir lika
bra, men ingen bittre. Vi antar att a, b och ¢
ir heltal, eftersom man varken kan dela en
person, ubt eller gastub innan uppstigning.
I dessa "utvidgade brdk” utvidgas férkort-
ning dven till indexet: [*4]uc = [*%)]..

Det visade sig att problemet i [3] var
centralt for att 16sa ett fundamentalt data-
vetenskapligt problem. Hir jamférs i virsta
fallet tva alternativ att exekvera parallella
program pé en parallelldator, dir man har
mer frihet i det ena alternativet 4n i det an-
dra [4]. Utan parallelldatorproblemet hade
[3] inte kommit till.

[1] och [5] 4r historiska publiceringar, dir
Stern-Brocots trid féddes. Sammanhangen
var hir talteori respektive kugghjul. Mate-
matik och tillimpning gick hand i hand re-
dan fran bérjan.
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