Anders Johansson

Linjar optimering

Exempel pd anvindning av analoga och
digitala verktyg i undervisningen

Kursavsnittet linjar optimering i Matematik 3b kan introduceras med saval
analoga som digitala verktyg. | artikeln beskriver artikelforfattaren utdver en
traditionell presentation pé tavlan dven en fysisk tramodell samt datorbaserad
visualisering och programmering.

duktionsplanering, transport och logistik, telekommunikation, tra-
fikplanering och strukturanalys. I imnesplanen for Matematik 3b
anges en punkt under det centrala innehéllet Samband och firindring som
innefattar linjir optimering: "Anvindning av begreppet geometrisk summa
samt linjir optimering i tillimpningar som ir relevanta for karaktirsimnena."
Kursavsnitt om linjir optimering presenteras traditionellt i form av en liirar-
ledd genomgang vid tavlan foljt av elevernas arbete med problemldsning. En
traditionell genomgang 6ver imnesomradet kan emellertid uppfattas som gan-
ska teoretisk av eleverna och det ir manga abstrakta steg i berikningarna. Det
kan dirfor vara en fordel att dven visualisera och konkretisera kursinnehal-
let p4 olika siitt, tex genom att anviinda ett analogt hjilpmedel som en fysisk
trimodell och ett digitalt hjilpmedel som Geogebra (www.geogebra.org) eller
Desmos (www.desmos.com/calculator). Presentationen av kursmaterialet kan
med fordel dven delas upp pa flera lektioner som att exempelvis borja med att
grafiskt representera olikheter i ett koordinatsystem, sedan fortsitta med att
repetera losning av ekvationssystem for att direfter introducera malfunktioner
i tvé variabler och utvirdera dessa i olika punkter.

O ptimering av olika slag anvinds inom s3 vitt skilda omradden som pro-

Programmering underldttar berikningar

For att underlitta berikningen av malfunktionens virden i olika punkter kan
programmering med exempelvis programspriken Python 3 (se tex https:/repl.it)
eller Octave (se tex http://octave-online.net) anvindas. Detta ligger dvenilinje med
den nya reviderade dmnesplanen f6r matematik dir kursen Ma3b innehaller
programmering som en punkt under det centrala innehéllet Problemlisning:
"Strategier {6r matematisk problemldsning inklusive modellering av olika
situationer, sivil med som utan digitala verktyg och programmering.”
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Problemstallning

Problemet bestir av att bestimma stdrsta och minsta virdet for en malfunk-
1
2
inom omradet som definieras av olikheterna (bivillkoren)

. . 1
tion, tex: z=m(z,y) =3+ x+1y

x>0
y=>0
y<—z+6
y<—3x+5

Traditionell undervisning

Problemet 15ses traditionellt genom att det tillitna omridet markeras grafiskt
i ett koordinatsystem dir omradena som inte uppfyller olikheterna skuggas.
Skirningspunkterna mellan linjerna beriiknas sedan, varvid omradets hérn-
punkter bestims genom att [6sa de fyra ekvationssystemen:

z=0
y:—%:c+5
y=—-2+6
y=—1iz+5
y=0
y=—-x+6

Ekvationssystemen har losningar i form av koordinaterna: (0,0), (0,5), (2,4) och
(6,0). Dessa koordinater anviinds sedan for att berikna malfunktionens viirde
for de olika punkterna:

m(0,0) =3
m(0,5) = 4,25
m(2,4) =5
m(6,0) =6

Av berikningarna framgar att malfunktionens storsta virdet dr 6 och fas i
punkten (6,0) och minsta virdet iir 3 och fis i origo.
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Foto frin whiteboardtavlan efter en traditionell lektionsgenomgdng.
Pd Néiimnaren pd nitet finns en stérre bild.




Fysisk modell i tra

For att visualisera problemet och dven motivera varfér endast mélfunktionens
virden i hdrnpunkterna behéver bestimmas, tillverkades en modell i tri.
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Trimodell for visualisering av mdlfunktion och bivillkor, olika U;er.

Problemstillningens mélfunktion spinner vid linjir optimering upp ett plan
i rymden. Detta plan kan endast ha storsta respektive minsta virde i nigon av
hornpunkterna. Pa undersidan av trimodellen iir problemet och dess 16sning
inskrivna. Det finns en didaktisk tanke med detta, nimligen att trimodellen
kan anvindas inte bara for visualisering utan iven for en svérare problemstill-
ning av typen:

Studera modellen och bestam bivillkor och malfunktion genom att mata
pa modellen.

Malfunktionens exakta viirden fis genom mitning frin bottenplattans ver-
sida till malfunktionsplattans undersida. D4 det inte finns ndgra numeriska
virden inskrivna p koordinataxlarna, kan det finnas flera mojliga losningar pa
problemet.

Virtuella modeller med Geogebra och Desmos

Problemet kan idven losas pa ett smidigt sitt i nigon av programvarorna
Geogebra eller Desmos. En bild frin Geogebraldsningen och en bild fran mot-
svarande l6sning i Desmos visas pa nista sida.

Olikheterna och malfunktionen matasiniinmatningsfiltetinedre delen av
Geogebrafonstret respektive i viinstra "kolumnen” i Desmosfonstret. En punkt
A med koordinaterna (g, b) infors, vilken kan forflyttas med muspekaren eller
med "glidarna” f6r a och b. Da punkten A flyttas, visas virdet pd mélfunktionen
som virdet {or m, exempelvis m(2; 4) =5 och m(1:14; 2:87) = 4:2875.
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Lisning med Geogebra ovan och Desmos nedan.

+- - B«

® >-o05mx+5 "

e @ 9%
[] Show Label

G @-tu X
-10 - 10

G =2 X

-10 . 10

m =3+ 0.5a + 0.25b X

m =

¥ X

powered by
= desmos

Programmering

For att illustrera vad som #ir mojligt att gdra nir programmering ska imple-
menterasiMa3b inom en snar framtid, redovisas ett par enkla script for att:

1. Berikna hornpunkter fran ett par givna olikheter.

2. Berikna mélfunktionen for hornpunkterna.
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Den numeriska implementeringen kan tex goras i programspraken Python3
eller Octave som bida kan koras direkt i en webblisare. Programvarorna ir
enkla att anvinda for nyborjare pa gymnasieniva, men har ocksa en stor poten-
tial {or mer avancerade berikningar. Flera matematiska verktyg finns inbyggda,
sisom fordefinierade funktioner, matrisalgebra, numerisk integration och
numerisk 16sning av differentialekvationer. En mer avancerad programmerbar
algoritm for linjir optimering redovisas i boken Linjir och ickelinjir optimering.

£ saved share [ run p-
[F 1 (default, Dec 2015, 13:05:11)
1 # Program for att ldésa ett linjdrt ekvationssystem pa formen G en linux
2 # y=ax+b

3 # y=cx+d

4

5 # Vdlj virden pa koefficienterna a, b, ¢ och d

6

7 a=-1

8 b=6

9 c=-0.5

10 W5

11

12 #a-0

13 #b=0

14 #c=-1

15 #d-6

16

17- if a==c:

18 print('Parallella linjer, det finns ingen lésning!')
19- else:

20 # Berdkning av l8sningarna med en allmén formal

21 x=(d-b)/(a-c)

22 y=(a*d-b*c)/(a-¢c)

23

24 # Skriv ut ldsningarna

25 print('x=",x)

26 print('y=",y)

27  #endif

28

Bild frin anvindargrinssnittet for repL.it ovan och octave-online.net nedan.

octave:

octave:4>
octave:4>
octave:4>

% Linjdr optimering % octave:d>

% % .

% Anders Johansson % Zﬁ:?::

% Falkenbergs gymnasieskola % :

% 2017-05-01 % octave:4>
octave:4>
octave:4>

% Stada bort gamla variabler och bilder octave:4>

clear octave:4>

cif octave:4>

% Definiera mél funktion octave:4>

function z-z(x,y) octave:d>
octave:4>

2-3+8.5%x+0.25%;

end octave:4> linopt

Stdrsta varde:6
Punkt:
x-vérde:6
y-vérde:0

% Ange punkterna att understka i form av vektorer
xx=[8, 0, 2, 6];
yy=[8, 5, 4, @ 1;

% Loop (snurra) for att pd ett smidigt sdtt berdkna
% malfunktionens viirde for alla hérnpunkterna

for k=1:4
XXCK); Minsta vérde:3
yyCkD; Punkt:
2z(ky=z(xx (KD, yy (k)5 x-vérde:0

end

y-varde:0

% Berdkna storsta och minsta vdrde ,samt ange for
% vilket index

[2_max max_index]=nax(zz);
[z_min min_index]=min(zz);

octave:5> zz
2z =

3.0008 4.25060 5.0000 6.0008
% Skriv ut Storsta vdrde och vilken koordinat
disp(' '
disp(['Stérsta vérde:',numzstr(z_max)])
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