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Matematikprojekt i Tjeckien

Vi raknar som de gamla egyptierna

| denna artikel beskrivs projektarbete som ett satt att férandra
matematikundervisningen. Tva projekt anvands for att illustrera
konstruktivistiska angreppssatt i undervisningen. Har publiceras det
forsta, Virdknar som de gamla egyptierna, som ror brak och aritmetiska
operationer med dessa. Det kan anvandas bade pa grundskole-
och gymnasieniva. Det andra, Begrdnsad aritmetik, kommer att
publiceras i kommande nummer av Namnaren och kan anvandas
pa gymnasieniva for elever som ar intresserade av matematik
samt som en brygga mellan elementar och abstrakt matematik for
universitetsstudenter.

nder nittiotalet har forskning i
l |matematikdidaktik (inte endast) i
Tjeckien beaktat konstruktivistiska
angreppssitt som gradvis har funnit sin
vig in i matematikundervisningen i grund-
och gymnasieskolan. (Hejny, Kutina, 2001;
Jaworski, 1994.) Vi vill hiar beskriva véra
positiva erfarenheter av att anvidnda pro-
jektarbete som ett sitt att frimja dessa an-
greppssatt.

Lat oss forst fortydliga vad vi menar med
konstruktivistiska angreppssitt. For véra
dndamal skiljer vi mellan tvd motsatta for-
hallningssitt i matematikundervisningen.
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Det férsta kallar vi férmedlande (transmis-
sivt). Hér dr det huvudsakliga maélet vanli-
gen att 6verféra sd mycket information som
moijligt till eleverna och gora det mojligt
for dem att lyckas i olika sorts tester. Man
anvinder typiska matematikproblem, och
man presenterar de vanligaste “knepen”.
Innehéllet presenteras ofta i form av form-
ler, teorem, algoritmer och regler. Eleverna
férviantas inte arbeta sjdlvstindigt, expe-
rimentera, leta efter strategier eller foresld
egna matematiska problem. Detta under-
visningssitt motiveras ofta delvis av kurs-
planens krav och av lirarnas egna erfaren-
heter.

I den andra dnden av spektrat aterfinns
de konstruktivistiska férhallningssitten.
Undervisningsprocessens centrum ir inte
imnesinnehallet som siddant, utan utveck-
landet av elevens personlighet och kom-
petenser. Huvudsyftet dr att frimja hans/
hennes kognitiva och metakognitiva vixan-
de. Eleverna férses inte med firdiga produk-
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ter utan tilldgnar sig sitt att sjilva konstru-
era kunskap baserad pa sin egen erfarenhet.
De far stérre frihet att vilja sin egen inldr-
ningsprocess. Lararen dr inte huvudauktori-
tet utan far rollen som handledare (Littler,
Koman, 1998) som leder sina elever mot ett
aktivt férhallningssitt till det egna liran-
det. Han/hon skapar lirandesituationer dir
eleven kinner ett behov att uppticka ett
okint begrepp, att f3 veta ndgonting nytt
och f4 tillrackligt utrymme for att utveckla
sina egna inldrningsstrategier.

Pépekas bor att situationen i klassrums-
verkligheten sillan ir “svart” eller “vit”,
utan nagonstans mellan de ovan beskrivna
forhallningssatten.

Projektarbete i matematik

Ordet projekt anvinds i manga olika bety-
delser. Hellre dn att forsoka ge det en exakt
definition vill vi karaktirisera de inslag som
vi anser vara de viktigaste:

Ett elevprojekt

— 4ren del av det imnesinneh3ll som elev-
en forvintas behirska,

- karaktiriseras av inldrningsprocessens
dppenhet,

- drupplagt s att inldrningsgéngen inte
ar given i forvig, s att eleverna inte gér
igenom ett styrt program,

- utgdr fradn och genomfors pé basis av
elevens eget ansvar,

- har ofta koppling till virlden utanfér
skolan och grundar sig pa elevens egna
erfarenheter,

- leder till konkreta resultat av materi-
ellt slag (t ex en ritning av drémhuset)
eller mentalt slag (t ex upptickten av en
matematisk lag, en lista pa ett f6remaéls
egenskaper, en lista med elevens egna
matematiska problem mm).

Vi vill skilja mellan tva olika typer av pro-
jekt, dmnesévergripande och (rent) mate—
matiska.

Ett amnesévergripande projekt inbegri-
per ett eller flera skolamnen och/eller kun-
skap om verkligheten. Det anvinds dock

framst pd matematiklektioner och matema-
tik dr dess fraimsta fokus. S8dana projekt ir
ganska vanliga i manga linder (dock inte i
Tjeckien).

Ett (rent) matematikprojekt d4r inomma-
tematiskt och har ingen koppling till om-
virlden eller till andra dmnen. Det maste
dock involvera matematik pé en tillimplig
niv3. Eleverna uppmanas att utfora expe-
riment, att formulera och préva enkla hy-
poteser och att genomféra abstrakta reso-
nemang.

Vi tror att matematikprojekt tillgodoser
de intellektuella behoven hos elever, oavsett
alder. Dessutom kan de {3 erfarenhet av at-
minstone en liten del av riktiga matemati-
kers arbete.

Marie bérjade anvinda projekt i sin un-
dervisning i grundskolan fér éver 10 &r se-
dan, och hennes erfarenhet visar att pro-
jektarbete 4r ett bra sitt att frimja ett
konstruktivistiskt angreppssitt. Vi kom-
mer att illustrera resonemangen ovan ge-
nom att beskriva hur tvd matematikprojekt
genomfordes i klassrummet.

F6r ndrmare detaljer se Kubinova, 2002a,
2002b; Stehlikova, 2002.

Rakna som de gamla egyptierna

Rhind-papyrusen — en gammal egyptisk
handskrift med matematiska tabeller och
problem. Detta omfattande dokument frin
det gamla Egypten har varit en kdlla for
mycket information om egyptisk matematik.
Papyrusen koptes 1858 i en semesterort vid
Nilen av en skotsk antikvarie, Alexander
Henry Rhind, ddrav namnet. Mer sdllan
kallas den Ahmes-papyrusen till minne
av den skrivare som kopierade den cirka
1650 ekr.
(Encyklopedia Britannica 2003,
red:s Gversdttning)

Temat for detta projekt var matematikens
historia. Marie utvecklade en serie pro-
jekt som var inriktade pé olika civilisatio-
ner: Vi riknar som de gamla babylonierna
- olika talsystem, métningar, Vi rdknar som
de gamla kineserna — introduktionen av ne-
gativa tal, Vi rdknar som de gamla indierna —
egenskaper hos talet noll och Vi rdknar som
de gamla grekerna — irrationella tal, geome-
triska serier.
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Projektet Vi riknar som de gamla egyptierna
rorde brdk och genomférdes med 12-3riga
elever. Dess syfte var att fa eleverna att upp-
tacka:

® metoden att hitta ekvivalenta brak
genom att samtidigt multiplicera brikets
tiljare och nimnare med ett naturligt
taln,

® metoden att férkorta bréket sé ldngt som
mdijligt,
® algoritmen f6r att addera och subtrahe-

ra brak genom att forst géra om dem till
bradk med samma nimnare.

Dessa fardigheter lirs ofta in genom att 14-
raren forevisar och eleverna uppmanas att
drilla dem genom 6vningar.

Nista syfte gillde utvecklandet av gene-
rella kompetenser som allmint anses hora
samman med matematiskt arbete: Férma-
gan att bestimma en strategi, att organisera
sitt eget arbete, att finna ldmpliga system sa
att inget utelimnas och att stka efter méns-
ter for att underlitta det egna arbetet.

Elevernas férkunskaper var att braket dr
en del av det hela samt att kunna hantera
addition och subtraktion av brdk med sam-
ma nimnare (genom att anvinda tex tart-
modellen). De hade tillgdng till en s& kal-
lad brakmur dir de kunde finna likvirdiga
brak.

1V

Vo | Vo | Vo | Vo | Vo | Vo
| \ I I \ |

Projektet omfattade tvd matematiklektio-
ner och innehdll ocksd en del hemarbete.
Lektionen bérjade med en diskussion om
Rhind-papyrusen och sittet de gamla egyp-
tierna riknade med brak.

Eleverna fick veta att brak med tiljaren 1
kallas stambrék och att de gamla egyptier-
na riknade med dem. Den f6rsta uppgif-
ten 16d:
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Dela upp 4/5 i summan av stambrak.

Deras férsta reaktion var naturligtvis
Vs+1/54+1s+15.

Direfter specificerade lirarna reglerna yt-
terligare genom att siga att stambriken i
summan maste vara olika. Efter ett tag kom
négra barn fram till detta forslag:

4/s=8/10="10+"10="10+310+%10 =..

Detta ledde inte till det korrekta svaret, sa
darfér borjade de om igen:

4/5=8/10=510+310="2+3/10=
=V2+V10+2/10 =V2+V10+ V5.

Vid det hir laget var eleverna mycket ivri-
ga att paborja fortsatta understkningar. De
delades in i grupper om 4 (liraren lit dem
bilda grupper som de sjilva ville) och fick
foljande uppgift:

Dela upp alla brak fran /2,2/2,1/3,2/3,
3/3,Y4,2%/4,%4, ... upp till /9, /9, 8/9,
och 99i summan av stambrak med olika
namnare.

Inga ytterligare instruktioner gavs. Eleverna
fick sjdlva hitta effektiva sitt att férdela ar-
betet inom gruppen, hitta en strategi eller
strategier foér att hitta summorna och ett
sitt att redovisa sina resultat.

Medan grupperna arbetade fungerade 13-
raren som radgivare om det fanns behov av
det, i 6vrigt blandade hon sig inte i barnens
arbete. De fick sjilvstindigt fatta beslut om
vilken strategi de skulle tillimpa och pa vil-
ket sitt de skulle kontrollera sina 16sningar.
Efter tva lektioner presenterade grupperna
sina resultat infér klassen. Det bér betonas
att presentation av elevernas resultat dr en
omistlig del av projektarbetet. Ett skil till
det dr att det vore orealistiskt att férvinta
sig att alla elever sjilvstindigt kan nd pro-
jektmalet och att deras arbete skulle vara
utan fel. Genom att presentera resultatet av
sitt arbete for andra kan de dock lira av var-
andra och tilligna sig kunskap som byggts
upp av kamraterna.

Att motivationen fér projektet Vi rdiknar
som de gamla egyptierna var mycket stark il-
lustreras bist av vad som hinde efter lektio-
nerna. Utan att vara ombedda att géra det
undersdkte négra elever hemma andra brak
med nidmnare stérre 4n 9 och letade efter




andra strategier for att lsa uppgiften och
andra sitt att organisera sina resultat.

Det dr oméjligt fér oss att presentera i
detalj vad som hinde i klassrummet. Vi vil-
jer i stillet den viktigaste kunskapen som
eleverna fick genom projektarbetet, och vi-
sar hur den byggdes upp, genom utdrag fran
arbetet i olika grupper.

Forkortning och forldngning av brik

Eleverna arbetade med uppgiften att skriva
tva tredjedelar som summan av stambrak,
och foljande diskussion férdes:

L - larare, P, P, - tva pojkar, F - en flicka

P: Viborde antagligen ta mindre brdk ...

P,: Men bara de som vi klarar.

L: Vad menar du Paul?

P,: Sd att vi kan ldgga ihop dem utan att det
blir ndagot éver. Frdn en tredjedel kan jag
fd ensjdttedel genom att halvera, men jag
kan inte fd en fidrdedel eller en femtedel
sd hdr.

F: I stdllet for tredjedelar kan vi ta sjdtte-

delar.
Skriver pa tavlan: 2/3=%/6 —=3/6 + /s
Jag multiplicerar det med 2 och jag kan
inte dela det i 2 och 2 sjdttedelar for da
skulle jag fa samma sak igen. Sd jag mds-
te ta tre sjdttedelar och en sjdttedel eller
ocksa ... (tvekar) ... nej, (tvekar) det blir
samma.

P.: Just det! Tre sjdittedelar dir en halv. Titta
pa tartan.

L: Eve, kan du vara sndll och korrigera los-
ningen pad tavlan.

F: Suddar ut tidigare resultat och skriver
3=%=3%+Ve="2+s
Jag skrev tvad tredjedelar med hjdlp av

Eleverna utvecklade gradvis féljande strate-
gi f6r att bestimma talen: De foérlingde til-
jare och ndmnare med 2 och férsékte bryta
ner det till summan av tva olika brdk. Om
detta inte ledde till ritt svar forlingde de
det ursprungliga brikets tiljare och nimna-
re med 3 och upprepade proceduren, och si
vidare tills de kom fram till I3sningen.

Utveckla algoritm for brdakaddition

Strategin att "férlinga braket” for att hitta
summorna ledde till utvecklandet av algo-
ritmen for addition av brak. En av grup-
perna forklarade till exempel sitt tinkande
s har:

Vi hade /4 + /28 och vi ville veta om sum-
man dr tvd sjundedelar, sd vi forlingde det
forsta briket med sju.

Skriver:

Va+1/28="/7x4+128="/28+1/28=8/238

och sedan forkortade vi det med 4.
Skriver 8/28 =2/7.
Sa fick vi tvd sjundedelar.

Koppling mellan brik och decimaltal

En pojke, Dan, arbetade med projektet
hemma, och nista dag, efter uppmuntran
fran liraren, utmanade han sina klasskam-
rater genom att sdga att vilket braktal de &n
gav honom skulle han kunna dela upp det i
summan av stambrak. En flicka ropade: Sex
sjuttondelar.

D Ja, forst ska jag dividera det med rikna-
ren, och i min tabell (se nedan) hittar jag
det forsta lilla talet.

(tvekar) stambrdk.
1, 0,5 116 | 0,0625 /30 |0,033333333 | /50 | 0,02
/3 10,333333333 /17 1 0,058823529 /311 0,032258064 /51 1 0,019607843
/4 10,25 /18 | 0,055555555 /52 1 0,019230769
/s 10,2 /10 10,052631578 /38 10,026315789 /53 10,018867924
/6 | 0,166666666 /39 | 0,025641025 /54 1 0,018518518
/7 10,142857142 /26 | 0,038461538 /40 | 0,025 1/s5 | 0,018181818
/27 10,037037037 /42 10,024390243
/14 | 0,071428571 /28 | 0,035714285 /42 1 0,023809523
/15 | 0,066666666 /20 1 0,034482758 /43 | 0,023255813
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Skriver:
6/17=0,352941176 > 0,333333333 = /3.

Jag subtraherar talen och da har jag det.
Det var létt den hdir gdngen.

Skriver: 6/17-1/3=(18-17)/5;=1/57.
Efter lirarens papekande skriver han
817 =V3+1/51.

Dérefter bad ldraren en av eleverna att
komma fram till tavlan och kontrollera
detta resultat genom att addera bréken (for
att se om eleverna férstod denna algoritm).
Hindelseférloppet fortsatte:

L: Dan, skulle du kunna géra dtta sjuttonde-
delar?

D: Tittar i sin tabell och skriver:
8/17=0,470588235>0,333333333=1/3,
817 -1/3=4-1)/5 = 7/51.

Det hdir braket dr inte ett stambrdk, sd vi
mdste gora om det. Jag dividerar igen och
hittar ett mindre tal.

Skriver:

7/51=0,137254902 > 0,125 = 1/g:
/51— 1/g=1(56-51/408 = 5/408,
5/408 = 0,012254901.

Men jag har inget sd litet tal i min
tabell, sd jag mdste gissa.

Skriver: 0,0125 =1/s0

En dttiondedel dr for stort.

Skriver: 0,0212345679 = /g1.

Ett genom dttioett dir ocksd for stort.

Genom sddana gradvisa gissningar kommer
han fram till det korrekta svaret:

Y3+ 18+ Va2 + V16728 = 8/17.

Denna oférutsedda situation skapade en
fantastisk mojlighet for eleverna att utveck-
la och 6va pa omvandlingar mellan brak och
decimaltal och att ordna decimaltal. Elever-
na blev ocksa intresserade av att en del brak
kan skrivas "kort” och andra "l&ngt” Det se-
nare ledde till upptickten att det finns tva
sorters rationella tal — periodiska och &v-
riga.

Att hitta lampliga sditt att presentera
resultat och soka efter monster

Eleverna hittade pa olika slags tabeller fér
att bokfora sina resultat (se tabell nedan)
Upptickten av ett 1dmpligt sitt att presen-
tera summorna var mycket viktig for upp-
tickten av olika monster som kunde under-
latta arbetet. Om de visste att:

o=V24+Va+ V36
kunde de omedelbart skriva att

89 ="2+Va+ 36+ s.

1/2

/3

2/3 |12+1/s

/4

2y |12

3a |Y2+1a

s

/s |Y3+1)1s

35 |Y3+1/s+1s Y2410

s | Va2+Ya+Y20 V2t Ys+Y10

/1
2/ | Ye+es

3/m | Ya+ a4

4 | 1/3+1/33

5/u |3+ n+/33

6/m |Y2+Y22

| V2t Y+ Y22

8/n | /246 +/22+/66
o/ |YV2+Ya+ 22444

101 | Y2 +1/3+Y 224133

46 NAMNAREN NR1-2005



Owning pd algoritmer

Eleverna upptickte inte endast algoritmen
for att addera brdk utan fick ocksd om-
fattande fardighetstrining pa detta. Brak-
tabellerna och dess nedbrytningar i stam-
brak utgdr projektets slutprodukt, men for
att kunna fylla i den maéste eleverna utféra
en mingd berikningar for att hitta sum-
morna och kontrollera resultaten. De skulle
ha tyckt att en sddan aktivitet varit oerhért
trist om de bara blivit ombedda att berikna
kolumner av summor.

Slutsatser

Sammanfattningvis vill vi betona en prin-
cip som vi menar ir kiirnan i ett konstruk-
tivistiskt forhallningssitt till matematik-
undervisning. Ny kunskap byggs upp nir
eleven behover den. Algoritmen fér addi-
tion av braktal gavs inte till barnen som en
fardig produkt, eleverna sjilva behdvde den
for att kunna l6sa uppgiften. Den var dold
i uppgiften, utan att liraren kom till klass-

rummet och sa: Barn, idag ska vi ldra oss att
addera brdk.
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