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Konsten att mata area

— fran forskola till gymnasium

ar du tiinkt pd att vi, forutom att vi anviinder enheten
tum, anger bildskirmens area som lingden pd dess
diagonal? P ett liknande sitt mitte grekiska antikens

matematiker area genom att ange kantlingden pa en kvadrat
med samma area som den givna ytan. Enheter som kvadratme-

ter och for den delen dven kvadrattum ir faktiskt sentida upp-
finningar. Lit oss se vad areabegreppetsidéhistoria kan beriittal
Vi uppticker att de olika synsiitten "area som antalet enhets-
kvadrater som tessellerar ytan” respektive "area som kantlingd
pé en kvadrat med samma area som ytan” ger oss tessellerings-
geometri respektive konstruktionsgeometri, vilka ir tvi gan-
ska olika men kompletterande verktyg for att bestimma area.
Dessa bada verktyg fungerar ocksa for att bestimma volym
dven om denna artikel begrinsar sig till area.

Geometriska mattenheter genom historien

Bland allmogen var historiska enheter for lingd ofta direkt

definierade genom kroppsmétt. Exempel pa detta ir tum, kvarter som ir en
kvarts aln och motsvarar en handsbredd samt fot och famn liksom dven antal
steg, dir 1 mile innebir tusen dubbelsteg. Det finns ocksa ett antal indirekta
lingdmatt baserade pd exempelvis tid (rasthdll = ca 5 km) och akustiska matt
(rop = s& lingt man kan horas under tysta férhallanden). Volymmitt var ocksd
oftast direkta och baserades vanligen pé nigot kiitl som skdppa, kappe eller
tunna. Till skillnad fran historiska mitt for lingd och volym, var ytmatt oftast
indirekta och baserade pa volym, tid och férsérjning. Ytmatt utgick ifran
hur minga volymsenheter utside som behovdes for att besd ett land (sképp-
land, kappland, tunnland). Yematt bestimdes dven genom tid, nimligen den
yta man kunde bearbeta pa ett dagsverke. Areamatten mansslitt och plogland
motsvarar arean som under ett dagsverke kunde slis med lie respektive plo-
gas. Ytterligare sitt att mita area var avkastning som grund for skatteunderlag
eller familjeférsdrjning — en gird stor nog att férsorja en familj pa. Aven om den
svenska matematikern Georg Stiernhielm utarbetade ett decimalsystem med
tillhérande kvadratlingder och kubiklingder redan under 1600-talet, sa blev
detta siitt att mita yta som kvadratlingd inte spritt férrin lantmitarna fick
uppdraget att genomfora skiftena (storskiftet ca 1750 och laga skiftet 1827). En
tolkning dr dirfor att det krivdes en matematiskt utbildad yrkeskar verksam
ute bland folket, nimligen lantmitarna, for att sprida detta nya mattsystem.
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Ytterligare en aspekt ir att de gamla mattsystemen var adderande di man helt
enkelt riknade efter hur minga tunnor utside man behdvde till sina dkrar. Att
istillet multiplicera lingd med bredd krivde kunskaper i multiplikation, vilket
i sin tur krivde att det fanns en skola med matematikundervisning att skicka
barnen till. Vi limnar dirfor allmogens méttsystem och gar vidare till att jim-
fora de tvd matematiska synsitten pi area, konstruktionsgeometri och tesselle-
ringsgeometri, och hur dessa anviinds i skolgeometrin.

Tva definitioner av area

Beteckningen kvadratur syftar pa att antikens grekiska matematiker mitte
area pa foljande siitt.

1. Givet en geometrisk yta, konstruera geometriskt om den till en kvadrat
med lika stor area.

2. Mitsedan kantlingden hos denna kvadrat.

En modern definition av area ir begreppet minimal dvertickning, vilket defi-
nieras som foljer:

1. Viljndgon enhetsyta. En enhetsyta kan vara allt fran bjorklov till kvadrater
med sidan 1 lingdenhet.

2. Liggnu dessa enhetsytor enligt foljande regler:
(a) De maste ticka din yta helt och (b) du ska ligga dem pé sa siitt att sa fa
enhetsytor som méjligt behovs.

Areatraditionen kvadratur krivde att alla figurer konstruerades om till kva-
drater och detta ledde till intensiv utveckling av konstruktionsgeometrin.
Kvadratur kom senare att iven omfatta area mellan kurvor av funktioner, trots
att dessa areor inte bestimdes med kvadratur utan istiillet med de minimala
dvertickningarnas tesselleringsgeometri genom gymnasiets integralkalkyl.
Definitionen av area med hjilp av minimala dvertickningar (tessellerings-
geometri) siger att det inte fir ndgot problem om enhetsytorna dverlappar var-
andra, men det fr inte vara nigot glapp mellan enhetsytorna. Det fantastiska
med denna definition ir att det ir den definition som professionella matema-
tiker anvinder samtidigt som den passar att anvinda redan i férskolan. Det gar
att tivla om att ticka dver en yta med sa fa bjorklov som mojligt. Det gér att
utforska om asplév, ronnlov, cirklar, trianglar eller kvadrater ir effektivast for
att ticka dver en yta. Svaret ir att enhetsytan bor vara litt att tesselera, dvs
att ligga kant i kant s att den ticker ytan utan glapp samtidigt som den inte
dverlappar, dvs blir minimal. Konstniren M. C. Escher var duktig pa det med
sina underfundiga figurer om faglar, fiskar och andra djur som ticker hans mal-

ningar utan varken glapp eller éverlappning. Lite enklare
ir att anvinda nagon littritad geometrisk figur, sisom
trianglar eller kvadrater. Hir bortser jag fran de pahit-
tiga fall som matematiker har konstruerat. Exempel pa
ett sddant dr ytan av alla tal (x; y) i kvadraten O<x<1;
O<y<ldirminstettav talenxoch yivarje talpar ir rati-
onellt. En sidan yta har areamattet noll, men behover en
enhetskvadrat for att dvertickas.
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Kvadratens area

Vi provar att anvinda de tvd definitionerna for att beriikna arean pa en kvadrat
med sidan 3 meter. For den moderna definitionen ricker det med att kunna
multiplikationstabellen och definitionen av area som att bestimma antalet
enhetskvadrater som minimalt dverticker kvadraten. Vi behover inte ligga ut
alla enhetskvadrater utan det ricker med att bara ligga ut antalet enhetskva-
drater pé lingden och pa bredden och sedan multiplicera och f4 9 kvadratme-
trar. Vi har den franska matematikern Alexis-Claude Clairaut (1713-1765) att
tacka f6r detta enkla sitt att bestimma area. Clairaut var underbarn i mate-
matik och erkiint skicklig matematikdidaktiker vars bocker dversattes till flera
sprak inklusive svenska. En not i ssmmanhanget ir att Clairaut forstas inte var
forst med denna metod for att bestimma area, men han gjorde det med mate-
matiska argument och dessutom p4 ett littbegripligt sitt. Med denna defini-
tion av begreppet area blev det for enkla figurer smidigt att berikna antalet
enhetskvadrater med en areaformel med multiplikationstabellen som stod. Vi
kan dirfor beskriva denna definition av area som "aritmetisering av geometrin”
ungefir som matematikhistoriker talar om "analysens aritmetisering” under
1800-talet nir grinsvirde definierades med hjilp av tal. Faran med geometrins
aritmetisering ir att man litt hamnar i en formelsamling for olika geometriska
figurer och missar den fantastiska idén om att tessellera.

Med antikens kvadratur som definition av area blir svaret faktiskt innu enk-
lare, nimligen "en kvadrat med sidan 3 meter”. Vi behover inte kunna multi-
plikationstabellen ochinte hellerliraossenheten "kvadratmeter”. Definitionen
av area genom kvadratur kriver konstruktionsgeometri och det ir hogst troligt
att denna definition hinger samman med frinvaron av tvi matematiskt viktiga
byggstenar. Den forsta saknade byggstenen ir att antik grekisk matematik inte
anviinde ndgot positionssystem utan ett additivt talsystem. Det gjorde nume-
riska berikningar av sd enkla saker som multiplikation ganska komplicerade.
Den andra saknade byggstenen iir sammansatta enheter som "kvadratmetrar”,
vilka inte anvindes i antiken. Exempelvis beskrevs hastighet inte som kvoten
km/h med olika enheter i tiljare och nimnare. Betrakta foljande exempel:
Greta promenerar 5 km/h. Hur langt hinner hon pé en halvtimme? Idag l6ser
vi det som hastighet multiplicerat med tid. Detta siitt att 15sa problemet skulle
ha varit smatt obegripligt for antikens matematiker som istillet resonerade s3
hiir: P4 en timme promenerar Greta 5 km. En halvtimme ir hilften sa ling som
en timme. Alltsd hinner Greta hilften si laingt som 5 km. Notera att i denna
16sning dividerar vi km med km och timmar med timmar men inte km med
timmar. Vi anvinder alltsi enbart dimensionslsa (enhetsldsa) kvoter.

Arean av en rektangel

Med area definierad som minimal dvertickning bestimmer vi rektangelns area
P samma siitt som kvadratens och multiplicerar bas med hdjd. Med kvadratur
ir det betydligt knepigare. Definitionen kriver nimligen en hel del matema-
tiskt arbete for att konstruera om en rektangel till en kvadrat med samma area.
Det kriiver att vii en rektangel med sidorna a och b later kvadreringsregeln och
konjugatregeln samarbeta i Pythagoras sats genom att

a—!—b2 a—b\>
_ -9
(57) - (%) -
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LAt oss gora detta i foljande geometriska konstruktion.

Givet rektangeln DEGH med kantlingderna a och b, konstruera strickan EF
med lingden b (med en passare frin kanten EG). Dela strickan DF mitt itu i
punkten I. Strickan DI blir nu (a +b)/2 och strickan IE blir (a — b)/2. Med hjilp
av en passare kan vi nu konstruera punkten J dir cirkeln skir en linje genom
EG, sa att vi far en ritvinklig triangel. Enligt Pytagoras sats ir nu strickan JE
kant i en kvadrat med arean 2ab. Sista steget blir att konstruera en kvadrat med
arean hilften av 2ab pa foljande vis:

&

.

Rita diagonalerna i kvadraten med sidan JE. Kanten pa var sokta kvadrat blir
halva diagonalen. Nu intligen har vi kantlingden pé en kvadrat med vir sokta
area.

Arean av en triangel

Hirledning av triangelns area ser olika ut i konstruktionsgeometrin och tessel-
leringsgeometrin. I konstruktionsgeometrin fir vi tre olika fall beroende pa om
triangeln ir ritvinklig eller om toppvinkeln befinner sig innanfor eller utanfor
basen. Det tredje fallet kan illustreras pa ett geobride enligt figuren:

(A1

hélften av ( - ) = halften av

44 NAMNAREN NR4-2017



Med tesselleringsgeometri far hirledningen av triangelns area ett och samma
utseende oavsett var toppvinkeln befinner sig. Figuren nedan illustrerar hir-
ledningen med Cuisenairestavar staplade s att de bildar olikformade trappor.
Oavsett hur man forskjuter stavarna i trapporna har de samma area. I kartong
kan man klippa till tunnare, och fler, skivor och dirmed gora en mer nog-
grann illustration av hirledningen. Att dela in figurer i sma rektangulira ski-
vor, uttdmningsprincipen, ir en uppfinning som tillskrivs Eudoxos (ca 408—
355 fKr) och motsvarar Cavalieris princip frain 1600-talet samt forebadar det
moderna integralbegreppet i gymnasiematematiken.

En slutsats dr att hirledning enligt tesselleringsgeometri dels ir
mer generell d4 en princip hanterar alla triangeltyper och dels att e o
denna princip kriver firre konstruktionssteg. Dessa bida egen- i
skaper brukar matematiker beskriva i estetiska termer som vackra \
bevis och matematisk skonhet.

[ fallet med rektangelytor ir det smidigt att tessellera med
kvadrater, da arean foljer av multiplikationstabellen. For manga =~ = \
andra ytor vore trianglar smidigare som enhetsytor. De har forde- Gotland. |
len att ha samma area dven om vi forindrar formen, s3 linge basen |
och héjden ir densamma. Det gér dem mer anpassningsbara till |
ytor som inte ir rektangulira, till exempel Gotlands area. Sirskilt
anviindbara blir trianglarna om de tillits ha olika storlek da deras '
areor ir litta att bestimma. |

Det mest vilkinda exemplet i skolgeometrin pa att tessellera F A
med likformiga trianglar ir att cirkelns area kan tesselleras med
tunna sektorer, som kan approximeras godtyckligt noga med tri-
anglar. Dessa trianglar har radien till hojd och deras ssmmanlagda bas ir cir-
kelns omkrets. Diarmed har vi konstruerat om cirkeln till en triangel med area
O-7/2. Konstruktionen nedan visar att approximationen blir ganska god iven
med stora trianglar som i cirkelns andra kvadrant och redan antikens matema-
tiker anviinde denna konstruktionsprincip for att bestimma ett nirmevirde
pa taletm.

Sfarens area

Sfirens area hirleds pa mycket olika siitt i konstruktionsgeometri
och tesselleringsgeometri. Hirledningen med tesselleringsgeometri
gar litt att illustrera genom att linda rep runt en tennisboll medan
den formellt matematiska hanteringen av detta kriver gymnasie-
matematik i form av integraler och trigonometri. Vi borjar dirfor
med konstruktionsbeviset, som anviinder likformiga trianglar.
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Tink dig en sfir, och runt dess ekvator placerar vi en cylinder. Antikens gre-
ker skulle siga att vi omskriver sfiren med en cylinder. Detta illustreras i den
geometriska konstruktionen nedan dir punkterna E och F i figuren nedan lig-
ger pa cylinderns mantelyta. Vi ska nu jimfora arean pé tvd band runt sfiren
respektive runt cylindern. Bandet runt cylindern har bredden b och lingden
2R di det ir cylinderns omkrets. Motsvarande band runt sfiren har en storre
bredd h och men en kortare lingd 2nr, diir radien ir strickan DA. For att jim-
fora arean pa dessa ytor anvinder vi likformiga trianglar. Vi ser att bade triang-
eln ABC och triangeln med hérnen AD-origo ir ritvinkliga. Vi ser ocksa att
de har lika stora vinklar a och B vid punkten A. (Man ser detta pa foljande sitt:
Radien R ir alltid vinkelrit mot cirkelns tangent. Med andra ord ir vinkeln
origo-AC riit. D4 ir DAC + a ridt. P4 motsvarande sitt ir DAC+f rit. Alltsa
maste a=). Alltsd ir dessa trianglar likformiga (fér sma virden pa b och h).

C B F
hypotenusa = h bredd = b
D Radie=r a ) E
adie =R

Vikan dirfor dra slutsatsen att kvoten (nirliggande katet)/(hypotenusa) ir den-
samma for bada trianglarna. Alltsd att b/h=r/R. Vi kan skriva om detta sam-
band som 2nbR = 2mhr, vilket betyder just att det bredare, men kortare, bandet
runt sfiren har samma area som det smalare, men lingre, bandet runt cylin-
dern. Detta betyder att sfirens area ir lika stor som cylinderns mantel, som ju
kan klippas upp som en rektangel med hojden 2R och lingden 2nR. Vi kan
sammanfatta beviset som att vi tecknade uttryck for arean av de bida banden
och sedan anviinde likformiga trianglar for att visa att banden har samma area.
Dirmed har vi konstruerat om
sfirens area till arean av till-
horande cylindermantel som
ir en rektangelyta, vilken vi i
sin tur kan konstruera om till
en kvadrat pa samma siitt som

ovan.
Att hirleda sfirens area
genom tesseleringsgeome-

tri kan illustreras med ett
enkelt experiment, som i de
tvd fotona, diir en tennisboll
tesselleras med ett cirka 1cm
tjockt och cirka 2m langt rep.
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Tejpa fast repiinden vid ekvatorn pa tennisbollen och tessellera halvsfiren
genom att linda repet runt bollen. Mit antingen reptampen som blir &ver eller
den del som behdvdes for att tessellera halvsfiren. Tessellera sedan tva cirklar
med samma diameter som halvsfiren. Det visar sig gi at ungefir lika mycket
rep for att tessellera halvsfiren respektive de tva cirklarna. Alltsi maste hel-
sfirens area vara ungefir fyra cirklar stor. Det gar forstés dven att i detta experi-
ment tessellera hela sfiren och jimféra med fyra cirklar.

Gar viin pé detaljer, sa gor ett 1 cm tjockt rep att tesselleringen sker 0,5 cm
utanfor sfiren. I detta experiment, gir det dirfor it lite mer rep for att tessel-
lera halvsfiren jimfort med tva cirklar. Men med gymnasiematematikens hjilp
kan vi tessellera sfiren med precis si tunna och linga rep vi i fantasin 6nskar
och vi gor det pa foljande sitt. Precis som i konstruktionsbeviset, tecknar vi
arean {or ett band runt sfiren, fast med hjilp av trigonometri. Bandet har ling-
den 2nr=2nRcos(a) och bredden h = Rda dir da betecknar den lilla vinkeln
A-origo-C. Skillnaden ir att vi inte jaimfor sfirens band med cylinderns band,
utan istillet direkt summerar sfirens band och med gymnasiematematikens
grinsvirde (dir repets tjocklek dav — 0) later det bli en integral, som gymna-
sister litt kan berikna. Arean for halvsfiren blir uttrycket nedan diir vinkeln
gar frin ekvatorn vid latitud O till polen vid latitud n1/2.

™

Z 2w Reos(a) Rda — 21 R? / ’ cos(a)da = 2w R?
0

Vad det giller matematisk skonhet, si ir denna ging konstruktionsbeviset
vackrare, da det dels kriiver mindre av matematisk forkunskap och dels kopplar
ihop sfirens area med cylindermantelns area.

Arean av en polygon

Enligt tesselleringsgeometrin kan vi approximera Gotlands yta med en poly-
gon och dela in den i trianglar och berikna summan av dessas area. Den
antika konstruktionsgeometrin har istiillet en algoritm for att minska antalet
horn med ett i taget tills en triangel terstar. Slutligen ska triangeln i sin tur
konstrueras om till en kvadrat med samma metoder som tidigare beskrevs for
rektangeln.
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Algoritmen fungerar for savil konvexa som konkava horn i polygonen och
vi illustrerar hir det konkava fallet med triangeln ABC utanfor polygonen.
Algoritmen bestér av foljande steg.

1. Vilj det horn som du vill bli av med. Hir viljs det konkava hérnet C.

2. Konstruera linjen genom C sd att den iir parallell med linjen genom
grannhornen A och B.

3. Ersitt triangeln ABC med triangeln ABD eftersom dessa har samma
bas och hjd och dirmed samma area. I detta konkava fall ligger de bida
trianglarna utanfér polygonen, i det konvexa fallet ligger de innanfor
polygonen. (Med andra ord har triangeln ACE innanfor polygonen ersatts
med triangeln DEB innanfér polygonen).

4. Nuir den reducerade polygonen klar. Bérja om pé steg 1 med nista horn
som du vill bli av med tills endast en triangel 4terstar.

Att bestimma arean av en polygon med tesselleringsgeometri respektive kon-
struktionsgeometri illustrerar tydligt skillnaden mellan dessa tvd metoder.
Den forra kriver kunskaper i att konstruera varje deltriangels hojd, kunska-
periatt mita (bas och hojd) och i aritmetik for att berikna arean. Den senare
kriver endast goda kunskaper i konstruktionsgeometri samt att kunna mita
kantlingden pa den slutliga kvadraten.
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