Jakob Lavrod

Att bestamma osakerhet:
anvandning for statistiken

Bdttre osdker dn felaktigt tvirsiker!

For att gdra en bésta gissning behdver vi information, men hur uppskattar
vi sedan hur osdker gissningen &r? Detta diskuterar forfattaren med
utgangspunkt i statistiska begrepp som variationsbredd, normalférdelning,
standardfel och MOE — Margin of Error.

det desto viktigare att lyfta upp dess diametrala motsats, osikerheten.

Traditionellt ir osikerhetsbegreppet kopplat till negativa konnotationer
just for att vi som minniskor féredrar det sikra och kinda. Problemet ir emel-
lertid att det som tycks vara sant och siikert sillan dr det, och viirre in att vara
osiiker ir att vara siiker pa ndgot som ir fel. Som den tidigare amerikanske for-
svarsministern Donald Rumsfeld utryckte det:

Ien tid di tvirsikra pistienden och évertygelse far allt storre plats, dr

There are known knowns; there are things we know we know. We also know
there are known unknowns; that is to say we know there are some things we
do not know. But there are also unknown unknowns — the ones we don’t know
we don't know.

Med andra ord, ett férsta steg i att nd bittre klarhet éir att ga frin okind osiker-
het till kind osikerhet. Det imne som ansvarar for denna vitala transformation
ir statistiken och tva syften dr att:

o givet existerande information forse oss med en bista gissning
o ge en uppskattning av hur osiker gissningen ir.

Medan det forsta syftet ndgorlunda brukar komma in i matematikundervis-
ningen genom allt frin medelvirden till linjir regression, dr det framforallt det
andra syftet som fatt en mycket underordnad roll. I exempelvis naturveten-
skapliga laborationer 4r det inte helt ovanligt att gora upprepade mitningar
och berikna medelvirden, men betydligt mindre vanligt att férsoka anvinda
virdena till att uppskatta osikerheten. Problemet med detta ir att medelvir-
dets osiikerhet blir en okiind osiikerhet, och svir for elever att siitta i forhallande
till andra killor,
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Aven i matematikundervisningen lyser detta osikerhetsuppdrag i princip
totalt med sin frinvaro. Viss statistik berors kortfattat i Matematik 2, sisom
normalférdelning och definition av standardavvikelse, men det blir ofta mer
att de nimns och att nigra dvningsuppgifter genomfors, snarare in att elev-
erna fir med sig ndgra verktyg for att hantera berikningen av praktiska osiiker-
heter. Detta ir nigot av ett missat tillfille, for framforallt elever inom naturve-
tenskapligt program som ofta laborerar har ett stort behov av dessa tekniker.

Syftet med denna artikel dr dirfor att visa hur matematiklirare, eller for den
delen lirare i ndgot annat imne dir data insamlas, kan ge eleverna mojlighet att
berikna osikerheter. Vi undervisar om detta varje ar for eleverna inom Unga
Fysikers Viirldstivling (IYPT) eftersom det krivs dir att de kan uttala sig om
osikerheten i sina resultat.

Variationsbredd — en problematisk metod

Att diskutera statistisk osikerhet generellt dr si klart omailigt, som ett av de
mest spinnande matematikomridena med en bredd frin det praktiska till det
abstrakta kan det knappast goras riittvisa pa ndgra sidor. Vi kommer diirfor att
fokusera pa en av de enklaste, men ocksd vanligaste experimentella situatio-
nerna. En kvantitet x mits upprepade ginger. Det kan vara spinning, tid, posi-
tion, massa eller varfor inte inkomst. Utifran ett enskilt virde pa x gar det inte
att siga sirskilt mycket om dess noggrannhet, utan for att gdra detta behovs
upprepade observationer x,, x,, x, ..., x,. En inte ovanlig metod som en del lir
ut 4r att skatta felet genom halva variationsbredden: maz(zn) ;m’m(w n .

Intentionerna hir ir goda, variationsbredden beskriver den stérsta observerade
variationen och tanken ir att det sanna virdet borde ligga diir inom. Om man
far vara lite negativ skulle man kunna siiga att denna typ av feluppskattning lider
av alla de brister som statistikteorin forsoker lira ut. For att niimna nigra:

o Enrimlig egenskap hos en felskattning ir att dd N — 0o sa ska felet gd mot
0, men variationsbredden kommer alltid att vara en vixande funktion nir
mer data samlas in. Det gor att den inte kan ge nigra rdd om hur mycket
mer data som ska samlas in.

o Variationsbredden utgar frin spridningen i den data som har observerats.
Det gor att den kritiskt underskattar felet i smi datamingder, just de som
vi ofta anvinder under laboration.

o Variationsbredden blandar samman ett populationsmatt, spridningen hos
alla datapunkter, med ett parametermatt, osikerheten i var medelvirdet
befinner sig.

Minimalistisk statistik — normalférdelning

Frigan dr da om det faktiskt gir att gora ndgot bittre in variationsbredden med
3-5observationer. Om vi har tillrickligt mycket data si behovs inga ytterligare
antaganden for att fortsitta analysen (s kallad icke-parametrisk statistik), men
eftersom vi ir begrinsade till ndgot fatal viirden behdvs dven ett antagande om
vilken typ av sannolikhetsfordelning som virdena foljer.
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Den mest minimala beskrivningen maste innehéalla tvd parametrar, en som
beskriver virdet utan mitfel (ofta betecknad ), och en som beskriver storle-
ken hos de experimentella storningarna. Normalférdelningen uppfyller dessa
tva villkor eftersom den har sitt medelvirde, median och typvirde i u (en kon-
sekvens av att den ir symmetrisk och har en enda topp), och har parametern o,
kallad standardavvikelse for att beskriva spridningen i resultat.

é\lgrmalfﬁrdelningar med olika standardavvikelser
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Figur I: Exempel pd normalfordelningskurvor.

Det ir viktigt att forstd att parametern o ir lika okiind som u. Vi uppskattar
u med hjilp av medelvirdet, bland exempelvis fysiker betecknat som (z). P4
samma sitt kan vi uppskatta o fran den data vi har enligt formeln:

SN (s — (2))?
N -1

Hatten pa 0 #r for att synliggora att detta 4r en uppskattning. Denna dr dock
extremt osiiker for sma datamingder. Om N =5 och 0=1 s skulle upprepade
experiment kunna ge dessa virden (generade med slumpgenerator):

b=

1,5219 2,09711,5968 0,87911,0322 0,7435 1,3608 1,3659 0,4874 0,6039

Notera att inget av virdena ir sirskilt nira 0=1, utan kan skilja sig at ganska
mycket frin det sanna virdet och utan att det ir nigot mirkligt som pigir.
Detta beror p att medan det ir hyfsat enkelt att skatta centrum hos en for-
delning, och se varomkring punkterna placerar sig, ir det betydligt svarare
att skatta en spridning. Det hir gor ocksi att manga av de regler som lirs ut,
sasom att infora att for tva standardavvikelser finns 95% av datan, inte lingre
stimmer {6r den skattade standardavvikelsen. Det ir ocksa viktigt att komma
ihag att 0 ir ett matt pa populationens spridning och siger egentligen inte si
mycket om osiikerheten i medelvirdet.
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Standardfel — ett osakerhetsmatt med konceptuella brister

For att ta reda pd osiikerheten i medelvirdet gar det att dra nytta av att det for
normalférdelningen ir sd att iven medelviirdet ir normalférdelat, med samma
poch en standardavvikelse o, =0 /4/N; ibland kallad standardfelet. D4 N ¢kar
minskar 0, som vintat. Dock ir avtagandet vildigt ldngsamt, om man vill
halvera felet for en undersokning gjord med N =5, krivs N =20. Om man vill
minska felet med en hel storleksordning krivs N =500. Det ir en god lirdom
att iven om medelvirdet ir bittre in de enskilda observationerna, s& fortar det
inte vikten av god experimentdesign, eftersom det ofta ir betydligt effektivare
att minska 0. En skattmng for o dr &, =0/N. Det ir vanligt att se (sirskilt
bland fysiker) att & da anviinds som uppskattmng for felet. Aven detta ir en
daligidé av flera anlednmgar

o Som rikneexemplet ovan visade, ir o, =& en délig approximation for smé
datamingder och alltid en simre approximation én p=(z

o Betrakta figur 2. Skulle du siga att det for varje mitpunkt tycks rada
dverenstimmelse mellan teori och experiment? Mellan 0,6 och 0,8 skulle
man snarare vilja hivda att det tycks finnas nigon form av avvikelse. Detta
ir en ren illusion, datan ir en riit linje med palagt normalférdelat brus.
Problemet ir att med N =5 ir sannolikheten bara 63 % att felgrinserna
faktiskt overlappar det sanna virdet. Det gor det svart att fora ett
resonemang kring felens storlek.

o Det finns en godtycklighet i valetav &, det iir en skattning av en
parameter i fordelningen, men har inget direkt samband till det faktiska
felet. Eftersom sannolikheten att det sanna svaret befinner sig i intervallet
dndras niir N indras (50 % for N =2 till 68,3 % for N = o), iir det inte heller

ett konsekvent matt.

Métadata vs teoretiskt samband med felskattning T
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Figur 2: Stimmer sambandet? Det finns en stor risk att se avvikelser hir
som egentligen inte finns om man anvinder standardfel.
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Hur goér man d&? — MOE

Problemet med de tidigare presenterade osiikerhetsmatten ir att de borjari fel
inde, nimligen att en intressant formel har presenterats, och sedan har vi ana-
lyserat dess egenskaper. Mer rimligt ir att borja definiera osikerhetsbegreppet
och sedan leta upp en formel som passar till det.

Ett ofta anviint kriterium #r att introducera ett s3 kallat sannolikhetsinter-
valldir detdr 95 % sikertattritt svar garattfinna (den exakta tolkningen skiljer
sig ndgot mellan olika skolor av statistiker men spelar hiir ingen roll). Det bety-
der atti genomsnitt kommer var tjugonde felskattning att avvika, vilket gor att
det gar att tillfoga ganska hog tillforlitlighet till de flesta av uppskattningarna.

For en symmetrisk fordelning som normalférdelningen innebir det ett
intervall centrat kring medelvirdet av mitvirdena och med en lingd som pa
engelska kallas Margin of Error, MOE (ett begrepp som populariserats av bland
annat Geoff Cumming), dvs felmatt. Detta ir vart hett eftersokta osikerhets-
mitt. Det giller att MOE ir proportionellt mot 6/YN, vilket ocksa ir vintat,
men med en proportionalitetskonstant som beror pi N.

Denna proportionalitetskonstant beriknades for forsta gdngen 1908 av
William S Gosset i hans arbete med att fi fram bra kvalité pa 6len hos Guinness
(Salsburg, 2002) och kallas for t-faktor. I exempelvis excel beriknas den med
funktionen TINV som tar tvd argument. Det forsta ir sannolikheten att missa
det riitta virdet, dvs 0,05 och det andra dr hur manga sa kallade frihetsgra-
der som experimentet har, alltsi antal mitdata minus antal skattade parame-
trar (forutom standardavvikelsen sjilv), dvs i detta fall N—1. Om N =5 skriver
man =TINV(0.05;4), vilket ger 2,78, s i detta fall ir MOE=2,787 . Idén hiir
ir att eftersom &, har en inbyggd osiikerhet, kompenserar t-faktorn for denna
genom att vi gor intervallet lite stérre. Den generella formeln blir dd i exempel-
vis excel:

STDAV.S(Data)
v Antal matvarden

Om vi visar ssmma samband som vi sig ovan, sd fir vi en mer rittvisande bild
av mitosikerheten:

MOE = TINV (0.05; Antal matvirden — 1)

M'a'1t35data vs teoretiskt samband med MOE felskattning
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Figur 3: En mer rdttvisande bild av mdtosdikerheten med MOE.
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Notera att i detta specifika fall var det bara ett enda virde som avvek, dvs
1/20-regeln stimde precis, om in av mer tur in skicklighet. Det dr ocksa viirt
att notera att om man gora olika mitningar diir man har anledning att tro att
denunderliggande standardavvikelsen ir lika s ska man sa klart utnyttja detta
for att minska t-faktorn.

Reflektioner

Nir jag presenterar denna metod for elever brukar de snabbt komma in i den.
Likasa brukar de flesta tycka att formens tre delar, standardavvikelsen, 1/4/N
och t-faktorn alla spelar var sin naturlig roll i berittelsen om hur vi fir fram
mitosikerheten. Det brukar inte ta sirskilt ling tid innan eleverna ropar till
varandra vad deras MOE ir, och eftersom excel dven tilldter att ligga in felstap-
lar, kan de {3 berikningarna i grafisk form.

Diremot moter ibland formeln en del skepsis fran lirarhall, som menar att
det inte gir att undervisa gymnasieelever sidant hir, ”de har ju inte lirt sig till-
rickligt med matematik in, det kommer pa hdgskolan”. Visst det ir ett argu-
ment, men med logiken att allt eleverna sjilva inte direkt kan berikna inte ska
anviindas, da fir man sluta med linjir regression ocksa, fér hur manga av elev-
erna ir det som kan anpassa linjer eller polynom till data med minsta kvadrat-
metod? Eller far de for den skull anvinda datorn? De vet ju inte hur assembler-
koden fungerar. Nu travesterar jag hir pd invindningen, men min poing ir att
det ofta gar viildigt bra att undervisa nigot som eleverna inte forstari detalj hur
det uppkommit, bara man har en tydlig konceptuell férklaring.

Andpra invindningar jag hort dr att det ”inte hinns med att gora upprepade
mitningar”. Det kan siikert ligga en del i det, men om du laborerar med en hel
klass, ssmmanstill d4 alla elevernas resultat och anvind dem som utgings-
punkt for berikningarna, det ir en bra lirdom att visa att experimentellt
arbete siillan utfors i isolering.

[ sammanfattning si ir min och mina kollegors erfarenhet fran experimen-
tellt arbete med gymnasieelever att det gir att fora mycket intressanta diskus-
sioner sa snart vi har MOE pa plats, sdsom att jimfora med teori, eller de upp-
skattningar man sjilv skulle gora av felet. Tvirtemot att det kiinns jobbigt, sd

kan osikerhetsbegreppet bli intressant nir det gir frin en okind okiind till
kind okind.
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