LASSE BERGLUND

Fraktaler—en fraga om upprepning

Fraktaler ar intressanta bade ur matematiskt och historiskt perspektiv.
Forfattaren ger exempel pa fraktaler som fatt namn efter kanda
matematiker samt uppgifter att |6sa i samband med detta.

som #r sénderbruten om och om igen.

Den anvinds ibland som en matema-
tisk modell av féreteelser i tillvaron som har
denna sénderbrutna form, som tex kust-
strickor, blodkirl eller moln.

Till skillnad fran vanliga geometriska fi-
gurer dr fraktalen skallikformig. Det inne-
bér att om man zoomar in och betraktar en
detalj av fraktalen s& ser den likadan ut som
ursprunget. Jimfor tex med en vanlig cirkel
som redan efter ndgra f inzoomningar blir
en rit linje; se figurer nedan.

i

En fraktal kan beskrivas som en kurva

En cirkel Inzoomning 1

Inzoomning 2 Inzoomning 3
En cirkel dr
ingen fraktal

Vi ska hir dgna oss 8t de vilkinda frakta-
lerna kochkurvan, cantormingden och sier-
pinski-triangeln, men vi nojer oss med att
studera vissa ménsteregenskaper.
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Kochkurvan kan skapas enligt punkterna
nedan.

1. Utga fran en liksidig triangel med sidan
1 lingdenhet.

2. Ersitt den mittersta tredjedelen av varje
triangelsida med tva sidor i en liksidig
triangel.

3. Upprepa processen exakt likadant.

4. Om man aldrig avslutar denna process, ja
d& har man en fraktal.

Kochkurvan i de fyra firsta stadierna.




o Hur l&ng dr kurvan i den 190:e figuren?

o Kochkurvans area ir helt klart begrin-
sad dven om processen fortsitter i evig-
het. Det dr bara att ligga en tillrickligt
stor kvadrat runt om och konstatera att
kurvan hela tiden kommer hélla sig inom
denna kvadrat. Men hur blir det med kur-
vans omkrets - blir den #ndlig eller oénd-
lig om processen fortgér i evighet?

For att besvara de tva frigorna ovan infér vi
négra laimpliga beteckningar:

a, =antalet strickor i figur n.
s, =langden av en stricka i figur n.

L =den totala lingden, dvs omkretsen i
figur n.

Vi betraktar de forsta figurerna och far:
a,=3
a,=3-4 s,=Y3
a,=(3-4)4=3-# s, =5 V5= (%)

Vi anar monstret dé vi jamfér indexnumret
med exponenten ...

a,=(3-4)4=3-4
... och generaliserar:

a,=3-4""

s, =1

s,= (Va)*- V5= (¥s)?

s, = (va)!
Allminna uttrycket for kurvans ldngd blir:
L =antal sidor-langden per sida

34"
3n71

=as =3-4""(%)" =

L =3(%)""
Om vi later enheten vara cm far vi:
L =3(%5)'*~10"* cm >10” cm=
= 10° ljusér = vintergatans utstrickning.

Eftersom 45 >1 s§ kommer fraktalen att
bli oindligt lang d& n vixer, dvs L —oo da
n— oo,

Kochkurvan skapades av den svenske mate-
matikern Helge von Koch redan i bérjan av
1900-talet. En énnu tidigare s kallad frak-
tal 4r cantormingden, uppkallad efter Georg
Cantor, verksam i slutet av 1800-talet. Kon-
struktionsprincipen dr enkel: utgd frdn en
stricka med lingden 1. Dela den i tre lika
delar och ta bort mittdelen. Tva strickor 8ter-
stér. Dela var och en av dessa i tre lika delar
och ta bort mittdelen. Fortsitt processen i
evighet. Nedan visas de fem forsta stadierna.

Négra uppgifter:
1.

a) Ange ett allmint uttryck a, for antalet
strackor i figur # i cantormingden ovan.

b) Ange ett allmant uttryck L for cantor-
dammet, dvs den sammanlagda lingden i
figur n.

¢) Bestim 1i_r>n L ochlima,.

d) Gor en kort sammanfattning av resulta-
ten i c-uppgiften.

2. Betrakta figurerna nedan. Figur 1 ir en
vit kvadrat med sidlaingden 1. I figur 2
har man ritat in en svart kvadrat, beli-
gen i centrum och med sidlingden 1/3.
Samma procedur upprepas.

a) Visa att den totala vita arean i den n:te
figuren ges av sambandet A_=(%6)""

b) Ange det vita filtets storlek i figur 4.

¢) Tenavfigurerna r den vita och den svar-
ta arean appproximativt lika stora. I vil-
ken figur?

d) Rita en figur som beskriver situationen
lim A .

n—oo M
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Figur 1 Figur 2 Figur 3 Figur4 Figur 5
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Figur1 Figur 2 Figur 3 Figur4 Figur 5

3. Figurerna ovan visar sierpinskitriangeln.

a) Bestidm antalet svarta trianglar i den 10:e
och den n:te figuren.

b) Bestdm antalet vita trianglar i den 10:e
och den n:te figuren.

4. Studera hur fraktalen till hoger 4r kon-
struerad.

a) Ange ett allmint uttryck a for antalet
enhetsstrickor i figur n.

b) Ange lingden av en enhetsstrickai figur n.

c) Vilken figur bestdr av 8388608 enhets-
strackor?

d) Ange ett allmént uttryck L for frakta-
lens lingd.

e) Jamfér a; och L. Varfor ar a, mycket
storre dn L.?

f) Vilken figur dr 8388608 lingdenheter
lang?

Georg Cantor 1845-1916
Helge von Koch 1870 —1924
Waclaw Sierpinski 1882 - 1969

Foton finns pé:
www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/PictDisplay/Cantor.html
www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/PictDisplay/Koch.html
www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/PictDisplay/Sierpinski.html
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