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Missuppfattningar i algebra

problem for lararen eller eleven?

Elevers kunskaper i algebra vid 6vergangen fran grundskola till

gymnasieskola ar ett omrade som diskuteras flitigt. Forfattaren,

som dr matematiklarare pa gymnasiet, tycker sig se samma
missuppfattningar ar fran ar. Forfattaren redogor for ndgra vanligt
forekommande missuppfattningar samt hur de kan uppfattas
beroende pa vilken didaktisk utgangspunkt larare har.

Matematik A och Matematik B ett
flertal gdnger har jag borjat reflektera
6ver de varierande forkunskaperna eleverna
har med sig frdn grundskolan och da fram-
for allt inom algebra. Jag tycker mig mir-
ka att vissa missuppfattningar i matematik
hos elever som kommer frén &rskurs nio ser
likadana ut ar efter ar, framfor allt nir det
giller algebraiska rikneoperationer.
Detta har gjort mig nyfiken. Vad dr det
eleverna inte forstar, varfér forstir de inte
detta och hur ger de uttryck for det?

] ther att ha undervisat pd kurserna

Fér att ytterligare analysera den hir typen
av missuppfattningar har jag gjort en filt-
studie med 60 elever som lidser Matema-
tik B i &rskurs 1 pa det naturvetenskapliga
programmet. Arbetet med analysen myn-
nade ut i en B-uppsats vid Lirarhégskolan i
Stockholm véren 2006.
Missuppfattningarna har betraktats ur
ett behavioristiskt och ett konstruktivis-
tiskt perspektiv. Uppsatsen gor inte an-
sprak pé att forklara alla missuppfattningar
och inte heller erbjuder den nigon enty-
dig undervisningsmetod som verksamma

3 2 3 2
**2:““& ‘2‘1-+_22‘ +—>>f o241 =33
X X
+X >
> 2 3 _ <&
xTAX -
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Nagra typexempel pd missuppfattningar som dterkommer dr efter dr och som jag betecknar som vanliga.
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larare kan anvinda for att eliminera des-
sa missuppfattningar. Dock ges négra for-
slag himtade fridn forskning och littera-
tur kring hur lirare kan bemdta och battre
forstd missuppfattningar hos sina elever.

Olika teorier

Lirare dr till sin natur praktiska och vill ha
en undervisningsmetod som leder till st6rs-
ta mojliga kunskapsinhimtning hos elever-
na pa kortast méjlig tid. Dewey hivdar dock
att "in the end, there is nothing as practical
as a good theory” (Olivier, 1989). Som ldrare
behdver man alltsa ha en teori att sétta sina
iakttagelser om elevernas prestationer i re-
lation till. Allt larare gor i klassrummet gor
de, medvetet eller omedvetet, mot bakgrund
av en teori. Olika lirare tillimpar olika un-
dervisningsmetoder och forhéller sig darfér
till elevernas fel och missuppfattningar pa
olika sitt. Det dr sdledes viktigt att som lira-
re bli medveten om vilken teori man anvin-
der sig av for att pa bista sitt kunna erbjuda
adekvat undervisning.

Tva didaktiska huvudteorier under det
senaste drhundradet 4r behaviorismen och
konstruktivismen. Behaviorismen intres-
serar sig for métbara data som kan observe-
ras helt objektivt. De tva principer som lig-
ger till grund fér inldrningsteorin ar dels att
uppgiften analyseras noggrant, dels att den
larande ska f8 forstirkning. Frén denna in-
larningsteori kommer (det férenklade och
négot missuppfattade) uttrycket "repetition
ar all inldrnings moder” och syftar pa att 13-
rande och undervisning sker genom gedigen
trining pa ett visst moment.

Enligt behaviorismen 4r misstag och
missuppfattningar hos elever inget stort
problem foér liraren. Eftersom teorin inte
tar hinsyn till den rddande kunskapen om
ett begrepp eller ett problem nir ny kun-
skap skall ldras in, ser teorin snarare miss-
tag och "riknefel” som en liten "bugg” i ett
datorprogram. Gor en elev fel, kan liararen
helt enkelt ritta till den "buggen” genom att
tala om for eleven hur det skall vara i stillet.
Gagne sammanfattar "missuppfattningar”
enligt behaviorismen som

The effects of incorrect rules of computation,
as exhibited in faulty performance, can most
readily be overcome by deliberate teaching

of correct rules [ ...] This means that teachers
would best ignore the incorrect performances
and set about as directly as possible teaching
the rules for correct ones.

(Olivier, 1989)

Konstruktivismen 4r en gren inom kogni-
tivismen. Konstruktivismen bygger pé idén
att individen konstruerar sin kunskap. I
grunden handlar det om Piagets, men kan-
ske framfor allt Vygotskijs tankar om inldr-
ning och kunskap. Piaget menar att kunskap
kan konstrueras av en individ oberoende
av andra, medan Vygotskij hivdar att kun-
skap maste skapas i samverkan med andra.
Piaget foretrider sdledes en individualis-
tisk konstruktivism (Hignesten, 2003) och
for honom #r kunskapen aldrig en avbild-
ning av den verkliga virlden. Den #r istdl-
let en uppsittning begreppsliga strukturer
som visar sig vara livsdugliga inom réckvid-
den fér det lirande subjektets erfarenheter
(Engstrém, 1998).

Envanligférenkling och missuppfattning
av konstruktivismen kan uttryckas som "En
mainniska kan inte l4ra en annan ménniska
nagonting” vilket syftar pd grundtanken att
kunskap inte #r objektiv och dirfér inte kan
Sverforas i of 6rstord form frén en ménniska
till en annan. Tvirtom ér det viktigt att elev-
en har en kompetent lirare, som kan peka
ut riktningen for vad hon skall leta efter da
hon soker ny kunskap, snarare dn att denne
agerar passiv handledare. En aktiv ldrare ir
sirskilt viktig i en konstruktivistisk skola
(Unenge, Sandahl & Wyndhamn, 1994).

Enligt konstruktivismen kan fel och
missuppfattningar hos elever f& en avgé-
rande betydelse. Konstruktivister menar
nimligen att en tidig missuppfattning fort-
plantar sig till nya begrepp (Olivier, 1989).
Dirfor dr det av vital betydelse att som Ia-
rare tidigt uppmirksamma dessa missupp-
fattningar hos eleverna och se till att de
korrigeras sa fort som majligt.

Ytinlarning

Begrepp som assimilation och ackommoda-
tion dr centrala inom konstruktivismen och
gar i korthet ut pa att varje nytt kunskaps-
stoff som en elev skall ta till sig méste sittas
i relation till den kunskap eleven redan har.
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Passar kunskapen vil in i det begrepps-
monster eleven besitter kan det nya stoffet
assimileras, men passar inte det nya stoffet
in i den befintliga kunskapsmassan maste
eleven forsta ackommodera sin bild av be-
greppet eller sin tidigare kunskap for att fa
pusselbitarna att passa ihop. Lirarens roll
ir att skapa situationer dir elevens tidiga-
re kunskap hamnar i konflikt med nya er-
farenheter, sd att méjlighet till assimilation
och ackommodation ges — s kallade kogni-
tiva konflikter.

Ibland stoter eleven pa kunskap som hon
inte tycker passar in ndgonstans i det be-
fintliga kunskapsschemat. Eleven maste da
(temporirt) férvara det nya stoffet i en iso-
lerad "box” till dess att hon kan assimilera
eller ackommodera det. Sa linge kunskapen
ar isolerad dr den ytinldrd och darfér svar
att komma ihag.

Overgeneralisering

Begreppet Overgeneralisering innebdr att
elever anvinder en algebraisk rikneopera-
tion i ett sammanhang dir den inte ir till-
lampbar. Ett vanligt exempel (Wagner &
Parker, 1993) ir att férenkla

(c+y)=x"+y"
genom att folja monstret frin

(oey) =y
I de flesta fall 4r det ett bdde korrekt och
nddvindigt antagande att det gar att genera-
lisera 6ver tal, det vill sdga forutsitta att en
metod giller oavsett vilka siffror eller rik-
neoperationer som anvinds. Problemet #r
att generalisering allt for ofta fungerar och
elever riskerar diarmed att inte se begrins-

ningarna foér vissa metoder utan istillet
Overgeneralisera.

Resultat

I faltstudien framkom langt fler missupp-
fattningar 4n jag pa férhand kunnat fére-
stilla mig. Ur ett konstruktivistiskt per-
spektiv kan dessa bland annat hinforas till
Overgeneralisering, ytinlirning och rena
gissningar. Jag tar hir upp ett par resultat
som #r sirskilt intressanta.
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Overgeneralisering
I omskrivningen

2+
X

=2

har eleven strukit ett x bade i tiljaren
och i nimnaren, vilket hade varit korrekt
vid multiplikation, men blir fel vid addi-
tion. Vi kan alltsd anta att eleven inte gor
nigon skillnad p& metodens tillimpbar-
het vid addition eller multiplikation, utan
Svergeneraliserar.
Losningen

12 - 2z
2

ir ett mycket tydligt exempel pd dvergene-
ralisering dir eleven ocksa i sin motivering
uttrycker sin missuppfattning genom ”jag
delar bdda med 2”. Detta vore korrekt vid
addition, men stimmer inte vid multiplika-
tion.

= 6x

Ytinldrning
Lésningarna
2+x_m~(2+1) :2+1:3
T T 1
och
y+3:3-(y+1) :y+1 1

3 3 1
ir misslyckade férsok att faktorisera.
Vid

12.22 12 2z

2 2 2

syns det tydligt att eleven inte kan skilja

pa faktorer och termer, och inte vet att det

rder olika algebraiska regler for dessa bada

typer. Larare med en konstruktivistisk in-

lirningsfilosofi kan hir se en koppling till
den isolerade "boxen”.

Aven 16sningen

= 6x

y+3 (y+3)-3

3
3 3 v
ir av denna typ.
Lésningen
5+ 3 x =z 3 3z 3z 6z
21‘4:(——‘,——)-——— _— = — =
3 2 47 x 2z 4dx bz




ar sirskilt intressant. Eleven goér korrekta
algebraiska operationer fram till det nist
sista steget. Dir blir

3£ 3x 6x

2z + dr 6z
vilket tyder pd att eleven tror att den regel
som #r korrekt vid multiplikation, dven ir
tillimpbar vid addition. Men i motivering-
en visar eleven tydligt att han ar osiker. ”O;j,
vad gjorde jag? Vet inte, hoppas det ar ritt”.
Han upplever en kognitiv konflikt, och rim-
ligtvis innebidr detta att han har haft kun-
skapen i sin isolerade "box” men nu ir pa vig
att assimilera eller ackommodera den nya
kunskapen.

Losningen

4 B
242

ar ocksd intressant. Eleven féreslar O som re-
sultat av en kvot, utan att vidare kommen-
tera att kvoter aldrig kan bli O, sdvida inte
tiljaren dr O vilket inte ir fallet i detta ex-
empel, och att det darfér borde finnas ndgon
lucka i 16sningen.

0

Diskussion

Jag anser att algebra dr fér matematik vad
grammatik dr fér sprak. Utan en god kun-
skap i grammatik kan man aldrig bli rik-
tigt duktig pa ett frimmande sprak, varken
muntligt eller skriftligt. Visst kan man géra
sig forstddd, men da handlar det mer om
enklare sammanhang och oftast muntligt.
matematik dr det samma sak — utan gedigna
kunskaper i algebra kommer man aldrig att
fa tillgdng till de kraftfulla verktyg den kan
erbjuda som hjilp vid problemldsning och
djupare matematisk forstéelse.

And3 tycks det vara i just algebra som
elever har de storsta bristerna och missupp-
fattningarna. Beror det pa problem med
algebra eller problem att forstd undervisning-
en i algebra? Ar det sé att vi larare kraftigt
underskattar svarigheterna med algebra eller
erbjuder vi bara bristfillig undervisning?

Kanske underskattar vi elevernas férmé-
ga att ta till sig algebraiska resonemang och
symbolisk notation. Detirinte férran pd hog-
stadiet som algebran introduceras ordentligt
och eleverna far undervisning i ekvations-

16sning och algebraiska rikneoperationer.
En risk finns d& att eleverna ser algebra som
"en del” av matematiken, pd samma siitt som
procent, brakrikning och geometri, och inte
som ett fundament for all matematik. Pre-
cis som att aritmetiken genomsyrar all ma-
tematik pé ett naturligt sitt borde vi striva
mot att dven inférliva algebran sé tidigt och
sd ofta som mdijligt for att pa sa sitt minska
rddslan och mystiken kring den.

If algebraic notation could be viewed by the
middle school students as a natural way of
expressing what is sensible in arithmetic,
we as teachers would be building a strong
foundation not only for the understanding of
algebra but for mathematics in general.
(Kieran & Chalouh, 2004)

Hur kan vi undervisa?

Ett stort problem #r f6érstds hur man skall
lagga upp sin undervisning fér att undvika
de missuppfattningar hos eleverna som filt-
studien visar pa. Alla som arbetar som ldrare
pé grundskolans senare &r eller pd gymna-
siet, vet att de inte ir litta att komma till-
ritta med. Bagni (2000) menar att det ir
av stor vikt att lirare anvinder sig av mot-
exempel (counterexamples) fér att gora elev-
erna uppmirksamma pé olika metoders be-
gransningar. Man kan till exempel pdminna
eleverna om Pythagoras sats

a= b+ c?

for att visa att
a=VR+2=VR2+Vee=b+c

inte kan vara en korrekt regel fér rotuttryck.
Resultatet skulle ju i sa fall bli att den ling-
stasidan i en triangel 4r summan av de 6vriga
tva, ndgot som dr uppenbart osant. Han pekar
dock ut detta som en otillricklig insats.

Nevertheless, we cannot say that the use of
counterexamples is always conclusive; the
effect of counterexamples with students is
often weak since they are not able to interpret
given counterexamples in an adequate way.
(Bagni, 2000)

Ett sitt att hjdlpa elever att komma till ritta
med svarigheterna att skriva om uttryck som
tex (x+3)/xoch (6x-3)/3 dratt konfrontera
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dem med olika uttryck samtidigt och be
dem reda ut likheter och skillnader, samt
motivera varfér de maste hanteras olika.

Skriv om (férenkla) féljande tva uttryck,
(x+3)/x och (x*3)/x.
Redogor for likheter och skillnader.

Skriv om (férenkla) féljande tva uttryck,
(6x+3)/3 och (6x+3)/3.
Redogor for likheter och skillnader.

En variant dr att formulera uppgifterna
enligt nedan. Det ir ofta enklare att disku-
tera "ndgon annans fel” in sina egna. Flera
liromedel pd marknaden innehaller ocksé
just denna typ av uppgifter, dir ambitionen
ar att eleverna skall reflektera 6ver olika
16sningsférslag pa samma uppgift.

Kalle och Lisa har bada forenklat ett
uttryck, (x + 3) / x, men fatt olika svar.
Kalle: (x+3)/x =1+3/x

Lisa: (x+3)/x =3

Vem har fatt ratt svar och varfor?

Kalle och Lisa har bada forenklat ett
uttryck, (6x * 3) /3, men fatt olika svar.
Kalle: (6x+3)/3=2x+1

Lisa: (6x*3)/3=06x

Vem har fatt ratt svar och varfor?

Som ytterligare férdjupning kan man erbju-
da eleverna flera korrekta férslag och se om
de kan identifiera att l6sningarna faktiskt 4r
lika. Kan de till exempel se att (2 + x)/x kan
skrivas bddasom 2/x+x/x ochsom 2/x+1?

Undervisningmetoden viktig

D4 detta dr en mycket avgrinsad undersok-
ning, utférd enbart pa en skola och ett na-
tionellt program, kan generaliserade slut-
satser inte dras. Men dd undersdkningen
ar utférd pd det naturvetenskapliga pro-
grammet, som rimligtvis borde locka till
sig de elever som har stérst fallenhet och/
eller intresse f6r matematik, kan man anta
att elever pd gymnasieskolans 6vriga pro-
gram har dtminstone samma missuppfatt-
ningar, om inte dnnu fler.

Tolkningen av elevmisstag och de kor-
rigeringar liraren dirmed behéver gora,
blir konsekvenser av den teori liraren an-
vinder sig av i sin undervisning. En viktig
slutsats fran TIMSS videostudie 1999 ir att

undervisningsmetoden, och inte liraren, ar
den avgorande faktorn for elevernas méjlig-
het att lira sig matematik. Lis mer pa nces.
ed.gov/timss/. Bland annat konstateras att:

Although variability in competence is cer-
tainly visible in the videos we collected, such
differences are dwarfed by the differences
in 'teaching methods’ that we see across
cultures.

We have watched many examples of good
teachers employing limited methods that, no
matter how competently they are executed,
could never lead to high levels of student
achievement. Although there are teachers
using extraordinary methods in all cultures,
the extraordinary is not what defines most
students’ classroom experiences.

(Stigler & Hiebert, 1999)
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