boérjade med derivata och dylikt. Da insag
Mats behovet av sidker kunskap i algebra —
varefter allt gick snabbt att trdna in. Motivet
var tydligt.

B En duktig elev har inte sjélvklart alltid ratio-
nella tankeformer. Redan mitt foérsta mote
med Mats visade detta da han ridknade 4-597
och genom att bdrja med 4 ganger 9 *’f6r nio
4r stdrst, s 4r jag av med det’’. Tvirtom
géller utifran erfarenheten med Mats, att just
hans rdknesikerhet och minneskapacitet gjor-
de att det som egentligen var omvégar och/el-
ler orationella tankeformer inte var besviran-
de for honom (men vil fér mig som hade svart

Sveriges forsta forskare
i matematikdidaktik

I denna artikel av Ndamnaren 3 85/86 berittar Bengt
Johansson om K G Jonssons arbete i bérjan av 1900-
talet. Vad kan man lidra av detta arbete?

Vem var K G Jonsson?

Karl Gustav Jonsson') féddes i Vista by, Oster-
firnebo socken, ar 1879. Som 14-aring arbetade
Jonsson som landbonde bl a med att vakta kol-
milor. Han flyttade sa smaningom till Stockholm,
dar han tog ansté;llning som byggnadsarbetare.
Parallellt med sitt arbete lidste K G Jonsson in de
delar som krivdes for att komma in pa folkskol-
lararseminariet i Uppsala. Efter folkskolldrarex-
amen tog han nagra ar senare studentexamen i
Uppsala som privatist. Han tjédnstgjorde forst
som folkskolldrare, sedan som seminarieldrare
och slutligen som rektor vid Strdngnis semina-
rium, 1919 disputerade K G Jonsson vid Uppsala
universitet pd avhandlingen Undersokningar ré-
rande problemrikningens forutsdtiningar och
Jforlopp. Han skrev ocksa en rikneldra for den
grundldggande matematikundervisningen. Karl
Gustav Jonsson blev mycket gammal. Han avled
sa sent som 1981, ndstan 102 &r gammal!

1) Jag vill rikta ett varmt tack till Urban Dahll6f och
Thomas Kroksmark som gjort mig uppmérksam pa
Jonssons arbeten.

att hinga med . . .). Aha-upplevelsen var tyd-
lig just i ndmnda multiplikation, nir jag visa-
de pa mojligheten, att ta 4:600: Dd dr det ju
ingen konst att rikna!

Slutsats

Skall vi satsa pa hogpresterande elever giller det
inte “att bara sysselsdtta dem’’. Det giller att
stimulera dem, men det giller ocksa och kanske
framfor allt att fa tid att diskutera med dem och
dirmed fa dem att effektivt utnyttja sin kapaci-
tet. Klarar vi det, kanske vi bittre sldr vakt om
begavningar, som kan bli en viktig resurs bade
under skoltiden och senare!

Hur tinker eleverna nir de riknar?

’Den intresserade ldraren lagger sdkert vid
rikneundervisningen marke till flera olika till-
vigagangssitt vid huvudrdkning — 4dven om
uppgiften, exemplet, ar ett och samma — hos
olika individer. Nu 4r det ju sa att férfarandet
dven kan vixla hos samma individ, ehuru
uppgifterna 4r tdmligen likartade. Men ofta
hiander, sarskilt pA vissa omrdden av huvud-
rakningen, att forfaringssittet formar sig att
bli tamligen enahanda.”

Sa inleder K G Jonsson sitt Bidrag till rdkningens
psykologi och metodik i Svenskt Arkiv fér Peda-
gogik, 1915. Jonsson redogor har for en under-
s0kning om hur elever tinker nir de l6ser uppgif-
ter av typen 27 + 36 och 84 + 791 huvudet,d v s
additionsuppgifter som innehdller tiotalséver-
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gangar. Att han valde just dessa uppgiftstyper fér
sina huvudrikningsstudier motiverade han med
att lattare uppgifter av typen 20 + 36 var for
enkla for att kunna ge en intressant variation.
Svérare uppgifter av typen 387 + 496 uteslét han
p g a att de sillan forekommer i samband med
huvudriakning. Valet av uppgifter skall ocksa ses
mot bakgrunden av att Jonsson var intresserad av
elevernas tinkande i olika aldrar och dirfér inte
ville vdlja uppgifter som flertalet elever redan
automatiserat eller som var allt for svara for de
yngre eleverna.

Genom att intervjua flera hundra elever fran
7—8-arsaldern upp till vuxen alder fann Jonsson
att elevernas tdnkande i huvudsak kunde
sammanfattas i tre kvalitativt skilda forfarings-
sdtt. Han beskrev de olika forfaringssitten med
hjélp av exemplet 38 + 57:

U — Utfylinadstypen: ~ 38 + 2 =40
. : 57 -~ 2.=55%

40 + 55 =95

VI —Vanliga typen I: 38 + 50 = 88
88 + 7 =95

VH ~ Vanliga typen II: 30 + 50 = 80
8§+ 7=15

80 + 15 =95

Utfylinadstypen, U var ganska ovanlig medan
Vanliga typen II, VII forekom nagot oftare 4n
Vanliga typen I, VI. Nagra ’’rena’’ huvudrik-
ningstyper fann han inte men han kunde konsta-
tera att forsokspersonerna '’foretrddesvis anvin-
da sig av ett och samma eller &tminstone likartat
forfaringssatt’”.

Jonsson lit alltsa sina forsokspersoner beritta
hur de ténkte ndr de raknade. Liattast var det att
intervjua vuxna forsékspersoner. Hér 4r ett ex-
empel pad hur en av personerna svarade nir det
gallde (35 + 29):

»Téankte att nu blir det nog en sa latt uppgift,
att det ingen egentlig rikning blir. Tdankte pa
talet 120. Nir sa uppgiften kom, tidnkte jag,
att det i alla fall blev en ldtt uppgift. Tankte
genast svara 64; var dock inte riktigt sidker pa
om det blev 54, Riknade sa:

30 + 20 = 50; 50 + 14 = 64

14 utrdknades aldrig utan lag liksom i bakhall
fran borjan, for att rycka fram, ndr det be-
hovdes. Utsade 64. Tyckte efterat, att det var
for lang tid for ett sa latt tal’’ (Tid: 9 s)

Intervjuerna var betydligt svarare att genomfora
med de yngre fors6kspersonerna. Jonsson kon-
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staterade att ’utsagorna blevo hir naturligtvis
mycket magrare. Forst genom utfragning efter
detta ’spontana’ berittande — utfragningen
madste ju goras mycket forsiktigt for undvikande
av suggestiv inverkan fran forsoksledarens sida
— blev det hela lite fylligare’’.

Jonsson stdllde sig fragan varfor sa fa elever
anvinder sig av Utfyllnadsmetoden och s manga
elever anvinder sig av de bada 6vriga metoderna.
Efter att i detalj ha analyserat antalet delopera-
tioner som behdvs i de olika forfaringssdtten
kunde han inte finna att detta skulle vara orsaken
till att eleverna foredrar Vanliga typen I och II
fore Utfylinadstypen.

Hur snabbt och siikert
utfors de olika deloperationerna?

Passar da inte Utfyilnadsmetoden for barnen,
fragade sig Jonsson. Ar det en svarframkomliga-
re vdg och beror det pad att Utfylinadsmetoden
mitt i all addition kréver en subtraktion (57—2)?
Och varfor haller vissa elever envist fast vid
Utfylinadstypen medan andra sjalvmant gar éver
till de andra typforfarandena? Beror det t ex pa
deloperationernas karaktir eller pa graden av
automatisering av de ingiende deloperationerna?
For att forsoka fa svar pa sina fragor valde
Jonsson ut en grupp pa 12 personer, uppdelade
pa tre aldersgrupper. I var och en av de tre
aldersgrupperna ingick 2 personer av U-typ, en av
VI-typ och en av VII-typ:

4 barn i 8-arsaldern (ak 2)
4 barn i 13—14-arsaldern (adk 4)
4 vuxna

For att undersoka sambandet mellan forfarings-
sdtt och graden av automatisering av de ingdende
deloperationerna genomférde Jonsson en omfat-
tande och tekniskt mycket sinnrik studie av hur
snabbt och sikert de olika forsokspersonerna
klarar dessa deloperationer. Samtliga forsoksper-
soner testades pa samtliga férekommande delope-
rationer, d v s dven saddana som forekommer i de
forfaringssitt som de inte sjalva spontant hade
anvant vid huvudridkningen. Totalt undersokte
Jonsson 6 typer av deloperationer:

8§+ 7
40 + 50
27+ 3
48 - 3
60 + 15
68 + 9

De resultat han kom fram till kan sammanfattas
pa foljande sdtt:

8+ 7

Hir fann Jonsson relativt stora skillnader mellan
olika uppgiftstyper, framfor allt bland de yngre



forsdkspersonerna. Littast var de kombinationer
som innehaller + 1 och +2 samt ’dubblor’’ (typ
8 + 8). Ddrnist kom uppgifter av typen *’dubbelt
+1” (typ 8 + 7). De f6rsokspersoner som anvint
Utfylinadsmetoden, behbvde genomgaende ling-
re betdnketid. Jonsson konstaterade ocksa att
“’mekaniseringen, dven om den verkligen férefin-
nes, dr olika langt driven’’.

40 + 50

Resultaten dverensstammer i stort sett med resul-
taten for motsvarande entalsaddition. Endast 8-
dringarna behovde nagot lingre betdnketid. Vissa
forsékspersoner, speciellt de dldre, adderade
t o m tiotalen snabbare #n motsvarande ental.
Lattast var 50 + 50. Sedan kom uppgifter vars
summa 4r hogst 90. Och liksom f6r entalen var
det l4tt med + 10, + 20 och **dubbelt’’.

27+ 3

Denna uppgiftstyp krdvde i genomsnitt kortare
tid 4n de bada foregidende. Snabbast var de
forsokspersoner som anvidnde U-typen. Littast
var uppgifter av typen 25 + S5, 19 + 1 och
18 + 2, d v s uppgifter med entalsadditionen 5 + 5
och uppgifter med +1 och +2. Uppgifter av
typen 41 + 9 tog avsevirt ldngre tid.

48 - 3

Hair behovde eleverna lidngre betinketid dn for de
foregdende deloperationerna. Lattast var det med
-1 och -2. Uppgifter av typen 48 - 7, dir
differensen mellan entalen var 1 eller 2 kom
ddrndst. Svarast var uppgifter av typen 48 ~ 5.

60 + 15

Hir forekom stora skillnader mellan de olika
aldersgrupperna. Uppgiftstypen var genomgaen-
de svarare dn de foregdende. De férsékspersoner
som tillhdérde de vanliga typerna hade kortare
betdnketid d4n de som tillhérde utfyilnadstypen.
De uppgifter som borjade med helt tiotal var
enklare dn de 6vriga. 40 + 37 var alitsa lattare dn
37 + 40.

68 + 9

Denna uppgiftstyp var svarast av samtliga de
deluppgifter som Jonsson undersokte. Skillnader-
na mellan de olika aldersgrupperna var ocksa
storst har. De forsokspersoner som anvinde Van-
liga typen I hade dock en forhallandevis liten
OSkning av betidnketiden.

Varfor foredrar man ett forfaringssatt
framfor ett annat?

Efter denna mycket omfattande studie summera-
de Jonsson tiderna f6r de olika deloperationerna
sa att han for varje forsoksperson fick en totaltid

for vart och ett av de tre forfaringssétten U, VI
och VII, alltsa dven for de forfaringssitt som
forsokspersonerna inte spontant hade anvint.
Han konstaterade:

’Summan av tiderna for de deloperationer,
som ingd i de respektive forsékspersonernas
tillvigagdangssdtt, dr mindre dn varje annan
tidssumma for de deloperationer, som ingd i
de andra typerna. D v s varje forséksperson
anvdnder den vdg, som for honom dr den
ldttaste, den bdst framkomliga, ddr minsta
motistindet mdter, dir mekaniseringen dr
mest genomford och minsta tiden krivs”’.

K G Jonsson jamférde ocksa skillnaden mellan
akustisk och optisk delgivning av de olika huvud-
rakningsuppgifterna och dessutom vad som hin-
der om man férséker fa eleverna att byta forfa-
ringssdtt. Han sammanfattade:

»’Sammanfattas nu i korthet det foregiende,
framgar tydligt, att forsdkspersonerna vid sa-
val akustiskt som optiskt delgivningssitt, tim-
ligen noggrant folja sitt speciella forfarings-
sitt, dven om vissa avvikelser ddrifran ibland
forekommit, d4 mest hos de minst rena typer-
na. Riknandet 4r i regel betydligt littare vid
optisk delgivning d4n vid akustiskt. Vidare dr
for varje forstksperson hans speciella rdkne-
satt det for honom léttaste sdttet att komma
fram, tar minsta tiden i ansprak. Som av de
sista forséken framgar kan dock genom sar-
skild évning forsdkspersoner gi dver fran ett
typforfarandet till ett annat, dven om detta
vallar svarigheter och sdrskild viljeanstrdng-
ning i bérjan, samt att de till U-typen horande
t o m vunnit bittre resultat med annat forfa-
rande dn sitt eget, och att vid optiska delgiv-
ningen VII tycks vara den lattaste”’.

De férsékspersoner som tillhdrde VI- eller VII-
typen fick emellertid betydligt simre resultat nir
de tvingades byta typforfarande. Forsoken med
»typvixling’’ gjordes dven med de yngre forséks-
personerna “‘men endr dessa hade synnerligen
svdrt att hdlla sig kvar pd ett annat typforfarande
dn sitt eget ha resultaten ej medtagits.’’

Hur ser sambandet ut mellan
forfaringssitt och undervisning?

I den grundlaggande additionsundervisningen
fick eleverna under tiden fér Jonssons undersok-
ning, liksom i de flesta rdkneldror fram till vara
dagar, nistan uteslutande arbeta med utfyllnad.
8 + 7 l6stes t ex genom

8+2=10
7-2=5
10 +5=15
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Borde da inte flertalet elever utnyttja ett sddant
forfaringssiitt, undrade Jonsson.

»Man kan d& ha anledning att tro, att av
dessa s& dagligen undervisade barn skulle at-
minstone de allra flesta framgent anvinda sig
av sadan utfyllnad. S& ar emellertid inte for-
hallandet. Det dr ju ratt svart att fa fatt i
sadana rdknetyper. I en klass (andra skolaret)
pa 15 barn, savil gossar som flickor, dar jag
haft tillfalle att dagligen félja undervisningen
anvindes vid huvudriakning i addition utfyll-
nad regelbundet. S4 tillhollos ej barnen ldngre
att anvianda ett visst forfaringssitt, de fingo
utrdakna exemplen pé sitt, de funno for gott.
Under tiden inldrdes skriftlig rdkning. Vid
efter denna tid foretagen unders6kning da
samtliga fingo redogora for sitt tillvigagangs-
sitt befanns att endast ett barn négot sa nar
fullstindigt fastholl vid U-typen. Alla de Gvri-
ga hade overgatt till VI eller VII eller ocks4,
vilket var vanligast, forforo de precis som vid
skriftlig rakning.”’

»Forhallandet visar att forfaringssittet en-
ligt U-typen mycket litet praktiseras sa snart
barnen ej tvingas att anvinda den. Inlarnings-
sdttet torde saledes for dessa forsokspersoner i
stort sett j ha haft allt f6r stor inverkan.”’

Hur tinker eleverna
i de Ovriga raknesiitten?

Jonsson studerade ocksd huvudrdkning i subtrak-
tion och i begridnsad omfattning dven multiplika-
tion och division. Men det empiriska materialet
blev s4 omfattande och komplext att Jonsson
hir, med den arbetsinsats som var mdjlig, inte
lyckades gora motsvarande beskrivningar som i
addition. Liksom samtida tyska matematikdidak-
tiker (t ex E Meumann och B Schanoff) konstate-

NA HuR TAH KTE
Du Nu 7

rade Jonsson att elevernas tankande inte kunde
sammanfattas i enkla kategorier, 4ven om man
héller sig till ett och samma rdknesdtt. Storst
respekt fick Jonsson for svarigheterna att beskri-
va elevernas tankande i division:

»’Mycket mindre enhetlig verkar divisionspro-
cessen. Multiplikation och addition, spora-
diskt dven subtraktion, trida samman till ett
komplex. Men ingen enkel regel ordnar dessa
komplex.

Jag hoppas att jag med detta bidrag fran den
svenska matematikdidaktikens historia har over-
tygat Ndmnarens ldsare om vikten av att ta till
vara guldkornen fréan flydda dagar.

Titta pé s.10 i Namnaren 3 85/86

Mer om guldkom frin flydda dagar

P4 grund av en lang rad olyckliga omstidndigheter Iyckades man under 1960-talet i vart land bryta ner
och forstéra en mycket lang tradition av matematikdidaktiskt forsknings- och utvecklingsarbete
(Magne 1968, Lindstrém 1968, Kilborn 1977). Arbeten av sddana personer som K P Nordlund (1867,
1890, 1910), F W Hultman (1868, 186871, 1874), G Elowson (1868), B Rollin (1889), K G Jonsson
(1915, 1917, 1918, 1919), C Lonnkvist (1916), F Wigforss (1925, 1931, 1932, 1933, 1934, 1938, 1939,
1948, 1950, 1956), L G Sjoholm (1929, 1949). C G Hellsten (1926, 1937), E Vanis (1955), E Ferner
(1955) och S Lindstrom (1933, 1945, 1968) var okdnda eller sdgs som ett hinder i utvecklmgen nér den
sk nya matemanken tréngde sig fram. P4 nagra fA 4r sopade man bort de erfarenheter som vunnits
under de nirmast foregiende 100 drens furskmng och utveckimgsarbete kring hur man lar svenska
barn rikna och 18sa problem.
P4 Namparenredaktionens onskan -har jag hﬁr gjort ett subjektivt urval av litteratur, som Jag
rekommenderar intresserade l4sare!
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