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Ett satt att tanka pa progression
| begreppskunskap

| forfattarnas forra Namnarenartikel beskrev de ett matematiskt begrepp som
bestdende av tre delar: en matematisk definition, ett antal situationer som ger
mening at begreppet och ett antal representationer for begreppet. Begrepp
ar en mental konstruktion som tar sitt stod i dessa tre ben. Har beskriver de
hur det gar att tdnka pa progression i begreppskunskap med brakbegreppet
som exempel.

minhet inte linjir. For att organisera undervisning som stodjer elevernas

begreppsutveckling behovs planering. Vi behover veta vart vi ir pa vig
och vilka missuppfattningar som ir vanligairelation till de aktuella begreppen.
Vibehover helt enkelt en tankemodell for att tinka pa progression i begrepps-
kunskap. I denna artikel presenterar vi en sddan tankemodell och anvinder
brakbegreppet som exempel. Terminologin som vi anvinder presenterade vi i
var forra artikel. Hir foljer en brakrelevant repetition:

Situationer ir konkreta hindelser. Ibland ir de upplevda i vardagen och
ibland beskrivna som en kontext i en uppgift.

Representationer it talade och skrivna ord, bilder och matematiska symbo-
ler somillustrerar enssituation eller uttrycker matematiska objekt. For tali brak-
form ir till exempel bilder av pizzor och chokladkakor vanliga for att beskriva
del-av-helhetsbrak. Dessa representationer kallas ikoniska representationer
vilket ir bilder, figurer, foremal etc dir sjilva formen avslojar den struktur eller
det fenomen som vi ir intresserade av. Ett antal streck som IIIII ir en ikonisk
representation av tal eller antal. Man kan manipulera en sidan representa-
tion direkt, tex flytta isir strecken i tvd grupper som II och III for att upp-
ticka eller illustrera att fem kan delas upp i tvd och tre. De ikoniska represen-
tationerna utgor ett begreppsligt forstadium till matematikens icke-ikoniska
representationer som bestar av symboler och notationer. Motsvarande icke-
ikoniska representation till de fem strecken ir 5och 5=2+3. Symbolerna5,2,3
och + kan bara férstds om man kinner till konventionerna (gemensamma dver-
enskommelser) om vad de ska antas betyda. Brikstrecket ir en icke-ikonisk
representation (fast det bara ir ett streck) eftersom det signalerar en hel rad
matematiska konventioner.

Vi kommer att tala om tvd former av kunskap. Den operationella kunskapen
innebirdementalaochfysiskahandlingarsomutférsisamband medatteleverna
l6ser matematikuppgifter och problem. Den predikativa kunskapen bestar av
de sprakliga och symboliska uttrycken fér den operationella kunskapen. Det ir
varkenméjligt eller meningsfullt att forsoka skilja dessa kunskapsformer helt at.

I E levers begreppsuppfattning utvecklas olika och utvecklingen ir i all-
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Kunskapsformerna samexisterar alltid men den operationella kunskapen kan
manga ginger vara mycket mer utvecklad in den predikativa. Varfor dr det da
meningsfullt att tala om tva former av kunskap? Jo, den predikativa kunskapen
ir nodvindig for att eleverna ska kunna transformera sina kunskaper till nya
situationer — alltsé for att begreppsutveckling ska kunna ske.

Progression av brakbegreppet

Innan vi talar om progression av brikbegreppet behover vi sl fast tva saker.
Vad ir ett brak och vad ir det vi vill att eleverna ska kunna?

Definition: Ett briak ir den multiplikativa relationen mellan tva uttryck, dir
nimnaren ir skiljd fran noll.

Det hiir dr inte en matematiskt fullstindig definition. En sidan dr mycket
kringlig. Men det ir en definition som fungerar som ram for brikbegreppet.
Eleverna ska forstd att den matematiska symbolen brikstrecket signalerar
att det ror sig om ett brak och att samma rikneregler alltid giller for samtliga
uttryck skrivna pa brakform, oavsett om det 16r sig om enkla brik eller mer
komplicerade uttryck. Det iir vanligt i svenska liromedel att man begrinsar sig
till rationella tal men den begrinsningen ir inte meningsfull i ssimmanghanget.
Tvirtom ir det forvirrande for eleverna eftersom tex 11/3 dé inte skulle vara ett
brak trots att det foljer samma rikneregler och representeras av samma slags
symbol.
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Figur 1. Ndgra brikuttryck. De enklaste behandlas pd lagstadiet och kan
introduceras redan i forskolan. De mest komplicerade behandlas i senare kurser
pd hogskolan. Bland uttrycken finns rationella tal pd standardform, kvot av tal
skrivna pd decimalform som ocksd representerar ett rationellt tal, kvoter av tal som
inte dr rationella, kvot av polynom vilket ibland kallas rationella uttryck, kvot av
trigonometriska funktioner och kvot av formella potensserier.

Brikeni figur 1 hor alla till brakbegreppet eller snarare begreppsfiltet for brak.
Aven operationen division ingar i begreppsfiltet, eftersom division betecknas
med den matematiska symbolen brikstrecket och dirmed foljer samma rikne-
regler som alla andra uttryck i brakform. Mycket praktiskt. Vi maste bara hilla
ordning pa att addition och multiplikation hanteras lite annorlunda niir vi tex
arbetar med formella potensserier eller polynom, jimfért med nir vi hante-
rar heltal. Aven de enklaste briken kan beskriva eller vara beskrivningar av
helt olika situationer. Ar det en del-av-helhetssituation eller beskriver briket
ett del-del-forhillande? Kanske ir braket en operator eller ett matt. Eller ir
det kanske en uppdelning som ska utforas s att braket beskriver en helt van-
lig division? Att samma representation anvinds stiller stora krav pa elever-
nas formdaga att koda av och tinka pa vilken sorts situation som presenteras.




Progression i begreppsfiltet brak innebir att kinna igen och kunna operera p
en allt stérre uppsittning situationer som kan betecknas och behandlas med
brakuttryck, men ocksa att kunna arbeta med en allt stérre uppsiittning repre-
sentationer for dessa situationer och for brikbegreppet.

Vi kommer att presentera de olika klasser av situationer som relaterar till
brakbegreppet. Det ska inte uppfattas som att begreppsutvecklingen ska ske
i den ordningen. Begreppsutveckling ir som alla lirare vet inte en linjir stig
diralla elever tar exakt samma steg mot ett givet mal. I den hiir tankemodellen
vandrar eleverna lite hit och dit pa begreppsfiltet.

Brak som del av en helhet

Redan i forskolan dr pedagogerna i allminhet skickliga pa att introducera situ-
ationen del-av-helhet genom frigor som: Vill du ha ett halvt dpple eller kanske
en fjirdedel? Efter att ha delat kakor, frukt och pizzor ir barnen bekanta med
ett grundliggande del-av-helhetsbegrepp i relation till de konkreta repre-
sentationerna av de itbara kakorna, dpplena och pizzorna. I skolan ersitts de
dtbara pizzorna med bilder av pizzor. Det ir ett forsta steg i en begreppsut-
veckling som syftar till att de ikoniska representationerna fasas ut till férmin
for den algebraiska icke-ikoniska brakrepresentationen a/b, dir b ir skiljt frin
0 och dir a och b kan vara vilka matematiska uttryck som helst.
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Figur 2. Tvd tredjedelar av sex, tvd tredjedelar av en cirkel, tvd tredjedelar av en rek-
tangel, tvd tredjedelar av tjugofyra streck, td tredjedelar av tre, tvd tredjedelar av en
stricka.

Allabilderifigur 2 ir ikoniska representationer. Ibland gors principiell skillnad
pa del-av-helhet och del-av-antal. Med del-av-helhet brukar man d mena niir
ett foremal eller en figur delas i lika delar och man intresserar sig for ett visst
antal sidana delar. T ikoniska representationer som illustrerar del-av-helhet lir
vi oss att en storleksrelation ir i fokus. Med del-av-antal menas vanligen att vi
har ett antal och fokuserar pa en delmiingd av detta antal, som tvé av tre i bil-
den ovan. I braksammanhang ir det den multiplikativa relationen som finns
inbyggd i denna relation som vi dr intresserade av. Nir vi malar tvd av tre dr det
intressanta inte att det ir en omalad bit kvar (fér att 2 +1=3). Det nya med brak
och som gor brik till en multiplikativ struktur ir att det ir forhillandet mel-
lan helheten 3 och delen 2 av 3 som ir av intresse. Det ir detta synsitt som gor
att de fyra prickarna av de sex och de 16 strecken av de 24 bida kan beskrivas
som tva tredjedelar. Det hir formaliseras pa ett mer exakt sitt nir vi tittar pa
situationer som handlar om matt och férhallanden.

NAVNAREN NR3-2018 37




Del-av-helhetssituationer anviinds vanligtvis for att introducera tal skrivna pa
brakform. Det finns dock en fara som varje lirare maste vara uppmirksam pa
om inte elevernas brikbegrepp ska haverera redan i detta tidiga skede. Savil
nationell som internationell forskning visar att manga elever tror att ett brik
alltid har en tiljare som ir mindre in nimnaren, vilket den alltid blir i del-av-
helhetssituationer som representeras ikoniskt som i exemplen. Denna miss-
uppfattningen sitter djupt hos manga elever och ir en direkt folid av en ensi-
dig undervisning diir eleverna presenteras for situationer dir tiljaren alltid ir
mindre in nimnaren. For att undvika att elevernas begreppsutveckling stran-
dar behéver de tidigt presenteras for situationer dir tiljaren ir stdrre dn nim-
naren. Det hir gir medvetet emot den uppfattning som vanligen associeras
med delar av helheter. Helheten ir det hela. Delen kan vil inte vara stérre? Jo
det kan den, men for att forsta det krivs att eleverna utvidgar sin syn pa vad
som ir en del, vilket dr en halsbrytande mental 6vning. Dirfor dr det bra att i
nigot sammanhang vinja eleverna vid att tiljaren mycket vil kan vara storre iin
nimnaren, exempelvis genom att lyfta fram att helt vanlig division ocksa ir en
situation som hanteras med brakbegreppet. I division ir tiljaren i allminhet
stdrre in nimnaren under ganska manga skoldr, vilket leder till helt motsatta
missuppfattningar.

Bréknotationen som en representation for division

Attdelalika dr ingen konstighet. Barn stiills tidigt infor situationer dir de delar
upp en mingd, tex godisbitar, s att alla fir lika manga. Antalet godishdgar vi
ska konstruera motsvarar antalet barn som ska dela pa godiset. Endast ming-
den i varje godishdg ir okind. Detta kallar vi delningsdivision. Om vi istillet
frégar hur minga ginger en viss storlek pa nimnaren far plats i tiljaren si talar
vi om innehdllsdivision. D4 ir alltsa storleken, dvs mingden godisbitar i varje
hog, kind. Det vi inte vet ir hur manga barn som kan fa en egen godishog. Som
vi nimnde tidigare omfattas division av begreppsfiltet brik. Det syns tyd-
ligt pa notationen, brakstrecket, att division foljer ssamma rikneregler som alla
andra uttryck skrivna pa brakform.

Varfor kinns det inte alltid helt sjilvklart att division och brak ska in under
samma paraply? Det beror pi att i division fokuserar vi pd operationen att
skriva om uttrycket till en heltalskvot. Den ursprungliga representationen
12/3, for att tex beskriva att tre barn ska dela pa 12 godisbitar, ger i sin befint-
liga representation inte tillricklig information for att dela upp godiset mellan
barnen. Hir giller det att inse att 1dsningen #r att uttrycka kvoten i represen-
tationen 4 istillet.

Nir det giller uppdelning sa ir den vanligaste och mest utbredda missupp-
fattningen att tiljaren miste vara storre in nimnaren. Annars gir det inte att
dividera! Detta ar helt tvirt emot den vanligaste missuppfattningen for brak
som beskrivning av hur en del forhaller sig till en helhet. Aterigen reser sig
grynnor for elevernas begreppsprogression som beror pa ett alltfor ensidigt
och onyanserat val av situationer som befister istillet for att de utmanar och
utvecklar elevers uppfattningar. Missuppfattningen ir sirskilt besvirlig dd den
utesluter svar av tal skrivna pa brikform. For att inte hamna hiir behover elev-
erna arbeta med situationer dir tiljaren ir mindre in nimnaren. Aven elever
i de tidigaste skoldren kan begreppsliggora en situation diir sex barn ska dela
Pa tva pizzor, alltsd 2/6. Det finns tvi uppenbara sitt att ta sig an problemet.
Antingen tinker eleverna att varje barn fir en del av sex fran bide pizza 1 och
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pizza 2. Alltsd 1/6 +1/6=2/6. Alternativt kan de forst dela barnen i grupper
och tinka att tre barn far dela pa den ena pizzan och de andra tre barnen pa
den andra pizzan. D3 blir svaret av symmetriskil direkt att varje barn fir 1/3
pizza. (Hir ppnar sig gyllene mojligheter att prata om likhet mellan olika brik
eftersom 1/3 uppenbarligen ir lika med 2/6.) Poiingen med att tidigt arbeta
med divisioner som dessa ir att eleverna tidigt ska se att det gir fint att utfora
divisioner med en tiljare som dr mindre in nimnaren.

Men, nu uppdagar sig ytterligare ett begreppsligt dilemma som grundar
sig mer i den predikativa kunskapen om brik. Hur kan det vara ok att kvoten
inte ir ett heltal? Situationen att tre barn delar pd en pizza kan represente-
ras med kvoten; en pizza delad pa tre barn, dvs 1/3. Men svaret, en tredjedel,
ser precis likadant ut, 1/3. Det ser ofirdigt ut att utfora en division av ett med
tre och komma fram till 1/3. Beriikningen skulle uttryckas som 1/3=1/3. Vad
ir det for berikning? Underligheterna forklaras av att viinsterledet uppmanar
till att utféra en operation — en process — medan hogerledet beskriver en sta-
tisk kvot. Vi har alltsd samma representation men den kriver olika avkodning
av betydelsen for vinsterledet respektive hogerledet. Just dirfor ir det viktigt
att belysa att det 4r skillnad p4 att 1) betrakta situationen en pizza delad pa tre
barn som en uppmaning till att utféra operationen division och 2) att beskriva
kvoten som ett tal skrivet i brakform 1/3. Utan ord, predikativa former av kun-
skap, for att tinka pa dessa skillnader i vad som representeras kan vi inte for-
vinta oss att elevernas begreppsutveckling framskrider mot virt mal. Det ir
alltfor intrikata notationer for att det ska limnas it eleverna att uppticka dessa
skillnader i representationer pa egen hand.

Brak som ett uttryck for ett forhallande

Innan det uppstdr ndgra missuppfattningar orsakade av var framstillning vill

vi vara tydliga med att brik som del-av-helhet ocksa beskriver ett férhallande.

Forstielsen av brik som ett férhallande dverlappar alltsi forstaelsen av ett brik

som en del-av-helhet. I situationer som handlar om férhallanden dr den mul-

tiplikativa relationen mellan tiljaren och nimnaren det centrala. Alltsa hur

manga ginger storre eller mindre en del ir i relation till en annan del. S tan-

ken med brik som ett uttryck for ett forhallande ir att det dr jimforelsen av

hur stort ndgot ir i relation till nigot annat som ir i férgrunden. Det ir relevant

i minga situationer som nir vi ska blanda salladsdressing, studera likformig-

het, skala, trigonometri eller forstd vad som menas med konsumentprisindex.

Ibland anges en av delarna i relation till helheten, som att du for att blanda till

10 dlsaft behover 2 dl koncentrerad saft. Det forhallandet kan ocksd anges som

den ena delen i relation till den andra och di anviinds ofta beteckningen 2:8

for att visa att 2 delar saft kriver 8 delar vatten. Forhallanden som idé anviinds

ocksd i si kallade sammansatta enheter, som for att ange att melonen kostar = Lds merom

20kr/kg, att bilen kori 70 km/h eller att guld viger 19,3 g/cm?. férhallanden
Att forsta att braket uttrycker ett forhallande innebir att hejda sig fran att ~ 0ch

utfdra en division for att uttrycka kvoten med ett heltal eller ett tal i decimal- ~ Proportionella

form. Att forhallandet mellan konens volym och cylinderns volym ir 1:3 ger =~ résonémang

inte samma stuns och forklaringsgrad uttryckt som 0,3333... Forhallanden ~ itidigare

uttrycks bist i brakform. Tink pa riktningskoefficienten som beskriver for- — artiklar, fran

indringen i y-led 6ver forindringen i x-led. Uttryckt som 3 behover eleven =~ Namnaren

sjilv introducera en implicit etta for x-led. Uttryckt som 3/1 kan iven den som ~ 2017:2 ill

innu inte behirskar de implicita ettorna forsta notationen. 20181.
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For elevernas begreppsutveckling dr det sirskilt viktigt att undvika att ope-
rera pa forhallanden i syfte att uttrycka dem som kvoter av heltal eller tal i
decimalform. Det ir ocksd viktigt att tala om det neutrala elementet, den
implicita ettan, som kan tillforas alla multiplikativa situationer. Genom att
ge eleverna den predikativa kunskapen att vi alltid kan skapa ett multipli-
kativt forhallande genom att introducera en implicit etta kommer det att ge
dem obegrinsade majligheter att sitta upp tva férhallanden i en proportion
och att resonera om de inbordes relationerna. Att kunna gora det 18ser majo-
riteten av de problem som eleverna arbetar med i grundskolan och kurs 1 pa
gymnasiet. Proportionella resonemang ir ocksa helt centrala i fysiken. Det iir
av storsta vikt att eleverna far arbeta med situationer dir de behover uttrycka
svaret i brikform (och inte som ett tal i decimalform) for att bevara forstel-
sen for hur det uttryck som representeras av tiljaren forhaller sig till uttrycket
representerat av nimnaren.

Tal i brakform som operator

Forhallanden och proportionella resonemang leder oss vidare till brak som en
operator. Brik som en operator anvinds vid alla former av skalning, som iir en av
de viktigaste klasserna av situationer fér multiplikation i allméinhet. Operatorn
a/b transformerar objektet som ska skalas sa att det blir a/b ginger si stort.
Redan vid tidig alder kan barn {orstd idén om att dubblera och halvera. Inte
bara att dubblera eller halvera ett antal utan ocksa att prata om dubbelt eller
hilften si langt eller stort. Den hir intuitiva forstielsen kan anvindas for att
introducera dubblering som en icke-ikonisk matematisk representation, nim-
ligen multiplikation med det rationella talet 2 och halvering som den inverte-
rade operationen multiplikation med 1/2.

Elevers problem med att anviinda tal i brikform som operatorer grundar sig
oftaiatt de inte ser braket som ett tal utan som tva tal skrivnai en division som
behover skrivas om till ett tal i decimalform for att uppfattas som ett tal. Den
hir uppfattningen dr mycket begrinsande for elever nir de ska arbeta med
skalning och proportionella resonemang och beror pa att minga relationer inte
kan uttryckas exakt med en skalfaktor i decimalform. Elever som har svart att
se ett tal skrivet i brakform som ett tal har ofta svirt att svara pa frigan: Vad ska
dumultiplicera 8 med for att fa produkten 72 Det hiir dr en intressant friga niir
vi undersoker elevernas kunskaper om brak som operator. Vilkinda missupp-
fattningar kan synliggéras med denna enkla friga. Tva scenarion ir vanliga. Det
ena ir att eleven pd grund av alltfor ensidigt arbete med multiplikation med
hela positiva tal har fitt uppfattningen att "multiplikation gor storre”. Eleven
uppfattar dirfor situationen som oméjlig att 16sa. Det andra scenariot ir att
eleven soker ett tal mindre in 11 decimalform. Det ir just i det hir fallet moj-
ligt att hitta en exakt operator i decimalform men det ir mycket mer laingsokt
4n att genast se svaret 7/8. De hir missuppfattningarna ir vanliga, men ocksd
litta att synliggdra. Det dr inte sirskilt svirt men det krivs planering av under-
visning med situationer av skalning i brakform for att indra elevernas uppfatt-
ningar. Nir eleven utan problem behirskar skalning med tal i brakform, bide
storre och mindre #in 1, s har elevens begreppsfilt vuxit och vi kan notera en
progression i elevens forstielse fér brak som operator.
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Tal i brakform som matt

Den starka traditionen att anvinda ikoniska representationer av pizzor och
chokladkakor for att representera brak kan dverskugga insikten om att tal i
brakform, precis som andra tal, har en plats pa tallinjen och att de kan forstas
som ett matt pa hur lingt frin noll talet befinner sig. Dirfor dr det viktigt for
elevernas begreppsutveckling att de blir presenterade for brik som matt. Bide
tal i brikform dir tiljaren &r mindre 4n nimnaren och dir tiljaren ir storre dn
nimnaren gir bra att representera med tallinjen. Eftersom briken 4r en mul-
tiplikativ struktur s miiter de pa ett enkelt sitt det relativa avstindet till 1. Brak
ir ett sitt att mita och beteckna relationer. Aven sidana relationer kan beskri-
vas med ikoniska representationer, diir valet av vad man ser som 1 ir avgorande
for vad representationerna illustrerar.

Den ikoniska bilden nedan kan anvindas for att illustrera 3/7 men ocksa for
attillustrera7/3. Om vi siiger att hela strickan dr 1s ir delarna 1/7 och hela den
svarta strickan dr 3/7. Men om vi ldter den svarta striickan vara 1 s3 iir smade-
larna 1/3 och hela strickan ir 7/3.

1=7/7

1/7
' : ; | i i | i

3/7
1=3/3

1/3

I + + { 1 1 | |
7/3

Figur 3. Samma ikoniska representation. Olika betydelser. Man kan notera att om
vi i den nedre bilden vill ta reda pd hur stor andel 1 utgér av 7/3 sd beskrivs detta
av uttrycket 1/(7/3). Men i den évre bilden ser vi att det dr 3/7. Tillsammans visar
alltsd dessa bilder att 1/(7/3)=3/7. Det hdr dir ingen praktisk modell att tinka pd
ndr man riknar division med brik. Det dr béttre att tinka i termer av att multipli-
cera tiljare och nimnare med ndmnarens invers sd att man fdr I i ndmnaren. Men
modellen dr dndd intressant att resonera om.

Det vi gor dr att mita ndgot i relation till ndgot annat. I sjilva verket har de iko-
niska representationerna en lite annorlunda roll hir. Nir vi utgar frén prak-
tiska situationer, som andelar av en chokladkaka, s3 ir of tast de ikoniska repre-
sentationerna en slags avbildning av situationen. D4 ir det mest naturligt att
hela strecket far motsvara hela kakan. Men i exemplet ovan har vi s att siiga
tagit den mentala makten dver representationen och later den illustrera vad vi
vill att den ska illustrera. Representationen ir inte lingre en avbildning av en
situation utan en avbildning av en idé. Det dr uppenbart att det hir sittet att
tinka pa brik dr mer sofistikerat iin vad ett basalt del-helhets-begrepp medger.
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Hur det gors it forstds av mindre betydelse in att det gors, sd att vi kan ge elever
goda forutsittningar for progression inom begreppsfiltet brak. Det har dock
visat sig att bland representationerna i figur 2 iir den som bygger pé lingder den
som ir enklast att utvidga till en idé om matt, dir nagon lingd mits i (multip-
likativ) relation till en annan. En fordel med att arbeta med striickor eller ling-
der pa det hiir sittet dr ocksa att tankemodellen ligger nira tallinjen, som #r
en mycket kraftfull representation. Det hir dr ett siitt att introducera eleverna
till brak dir tiljaren ir storre dn nimnaren men det kriver en hogre grad av
sofistikation dn vanliga del-helhets-resonemang.

Pa det generella planet

Det vi siger genom att studera begreppet brik ir att progression handlar om
att f3 tillgang till flera olika klasser av situationer som ger begreppet mening
och sedan behandla dessa situationer med forst ikoniska representationer och
sedan de formella och hogt foridlade icke-ikoniska representationerna som
utgor vedertagen matematisk notation. Klasser av situationer som hinger ihop
med samma begrepp ir inte alltid sinsemellan kompatibla och ger vanligen lite
olika insikt om det matematiska begreppets innebord och anvindningsom-
ride. Vi kan ofta se det matematiska begreppet ihop med nigon viss av alla
mdiliga klasser av situationer som ett slags delbegrepp.

\ | denmulti plikativa

—_ )
| uppdelining l relationen mellan tva

~— | uttryck, dér némnaren

\_ | operator ’ '_"""-/pizzor}
P T o
|am|- |Icke-lkonlska|- - | ikoniska ftamnje}
____,.(chokladkgkpr‘l

Figur 4. Brikbegreppets tre delar: definition, situationer och representationer.

Om vi ser matematiken "nerifrdn” ir de hiir delbegreppen olika och det kan
ofta tyckas besvirligt att olika saker betecknas med samma matematiska sym-
bolik, som att minustecknen i —5 och 5-3 betecknar olika saker eller att 1/3
bide kan beteckna det rationella talet en tredjedel och operationen att dela
ett i tre delar. Men som matematikern Henri Poincaré en ging sa: "Matematik
ir konsten att ge olika saker samma namn.” Matematik har kallats "the sci-
ence of patterns”, vetenskapen om monster. Man identifierar ett monster och
representerar det med matematisk symbolik. Men det gir att precisera det hir.




Vi identifierar forst ett monster i nigot observerbart fenomen och sedan stu-
derar vi sjilva strukturen i detta monster. Det ir denna struktur som vi dir-
efter symboliserar och som blir matematik. Ibland, eller kanske alltid, s upp-
kommer samma struktur i olika monster frin olika fenomen, dvs frin olika
klasser av situationer. Det ir exakt da olika situationer leder till samma mate-
matiska dvergripande struktur som vi har illustrerat med brak. Olika saker
betecknas med samma namn och behandlas med samma symbolsystem.

En av de viktigaste fortjinsterna med matematik ir alltsd att vi utveck-
lar avancerade symbolsprak, system av icke-ikoniska representationer, for att
enkelt och effektivt kunna hantera de matematiska strukturerna. Dessa repre-
sentationer ir inte bara beteckningar pa vissa fenomen utan symbolspriken
ir i sig en hel kunskapsvirld. Det beror p4 att i symbolspriket forenas gemen-
samma egenskaper frin manga olika fenomen. Vi kan inte genom att studera
endast ett av dessa fenomen forstd hela det matematiska begreppets rikedom.
Nir vi betecknar ett del-av-helhetsférhdllande med symbolen 5/7 sd gir vi in
i en matematisk virld som 4r mycket storre dn vad vi rimligen kan uppfatta
genom att utforska delar av helheter. Redan 7/5 ir oméjligt att uppfatta som en
del-av-helhet om man inte utvidgar sitt sitt att se pa vad delar och helheter kan
betyda. Men nir vi vet att 5/7 ocksa betecknar en division sa ir det uppenbart
att 7/5 ocksd borde existera. Om vi kan dela 5med 7 kan vi dela 7 med 5. Om vi
vill terfora den hir insikten till virlden av delar och helheter maste vi utvidga
vad vi menar med delar och helheter. Det kan vi bara gora om vi {orst preciserar
oss. Nir vi forst jobbar med delar och helheter ir helheten ofta implicit. Hela
pizzan liksom. Den finns diir och bara utgor sin egen helhet. Sedan delar vi den
i ett antal lika stora delar (7) och riknar hur manga delar vi iter (5) och skriver
att vi at 5/7 av pizzan. Men nir vi utvidgar del-helhetsbegreppet, sd maste vi
forst noggrant precisera vad som ir helheten (eller snarare enheten, dvs den
etta som allt annat relateras till), som vi gjorde i figur 3.

Nistan alla matematiska begrepp borjar sitt liv (hos individen eller hos
miinskligheten som helhet) genom att vi identifierar nigot fenomen i en viss
situation. Genom att betrakta likartade situationer kan vi med hjilp av iko-
niska representationer friligga och understka fenomenet. Si sminingom
betecknar vi fenomenet med matematisk symbolik, icke-ikoniska representa-
tioner. Det hiir brukar kallas att gi frin det konkreta till det abstrakta. Men sa
sméiningom forviintas vi betrakta sjilva den matematiska idén som nigot kon-
kret och existerande. Vi forvintas kunna arbete i det icke-ikoniska symbol-
systemet. Det abstrakta blir iterigen konkret. Det tidigare konkreta utnytt-
jas fortfarande frekvent som tankestdd, men nu som representation av sjilva
matematiken istillet for att matematiken dr en representation av det konkreta.

Avslutningsvis vill vi podingtera att progression i begreppskunskap handlar
om att elevernas begreppsfilt viixer si att de kan hantera fler och fler situatio-
ner med den predikativa och operationella kunskap de har. Ju fler kopplingar
eleverna har mellan olika begrepp, desto mer sannolikt ir det att de kan han-
tera nya situationer med de begrepp de redan har. Vissa justeringar av deras
l6sningsstrategier kommer att krivas. [ allminhet behéver eleven stod av lira-
ren eller klasskamrater for att gora justeringarna till den nya situationen. Om
eleven vid ett senare tillfille kan dterkalla 16sningsstrategien och klara sig sjilv
i en liknande situation si har elevens begreppsfilt vuxit. Progression har skett.
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