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Vad ar matematik?

Efter ett kortare uppehdll fortsétter nu artikelserien
Mattetalanger. Denna gang fors ett filosofiskt resonemang
om vad matematik ar. Forfattaren tar bade Platon och
Sherlock Holmes till hjalp for att visa pa olika satt att
besvara fragan.

tal och trianglar, och det involverar en massa formler. Alla far lira sig

matematik i skolan och ingen verkar blanda ihop det med exempelvis
geografi. Men det kan ocksa vara en mycket svir friga. Dirfor dr det som mate-
matiken studerar, dessa tal och trianglar, mer mystiska in vad du kan tro.

Titta for en liten stund pa geografi. Aven hir vet alla vad imnet handlar om:
berg, kontinentalplattor och si vidare. Det ir sdidant som vi alla kan se, ta pa
och gora experiment med. Kanske inte direkt med kontinentalplattor, men i
det fallet blir effekten klart synlig nir det giller jordbidvningar och vulkanut-
brott. Férindringar kan mitas och vi lir oss mer om jorden genom dessa miit-
ningar. I dessa generella termer ir geografi ganska enkelt att {orstd. Matematik
ir annorlunda, eftersom vi inte kan se, rora eller gora experiment med tal. Du
kan stéta pa en vulkan, men du kan inte ramla 6ver talet fyra. Du kan naturligt-
vis skriva 4, men det iir inte det riktiga talet — precis som ordet ’sol’ inte ir den
riktiga solen. Platon illustrerade denna udda karaktir av tal med en berittelse.

Tink dig en grupp minniskor som ér fodda i en grotta och som inte ér till-
ldtna att limna den. De ir dessutom fastkedjade mot en viigg hela sitt liv och
kan bara titta in mot slutet av grottan. De kommer aldrig att f4 se solen och
aldrig forsta att det finns ndgot annat ljus in det halvmorker de ir fodda 1. Det
enda de kan se ir skuggor som kastas in till inden av grottan av personer som
stiiller saker bakom dem. For dessa fangar i Platons berittelse, ir skuggorna det
enda riktiga. De kommer aldrig att lira sig ndgonting om de faktiska vaserna,
djuren eller annat som placeras eller ror sig bakom deras rygg.

Vad ir poingen med en sidan grym berittelse? Platons idé ir att det som
vi ser runt omkring oss ir som de skuggor fingarna ser. Det ir det enda vi kan
se, men det iir inte det som ir betydelsefullt enligt Platon. Det iir de saker och
varelser som kastar skuggorna som ir det viktigaste. Platons poing ir att vi inte
kan se sakerna som orsakar skuggorna, inte for att vi ir fastkedjade mot en viigg,
utan for att de dr sd abstrakta.

Platon tinker i mycket generella termer, som vad det ir som alla bord
har gemensamt. Du kan inte se det generella bordet, fér du kan bara titta pa
enskilda bord. Men, vi vet en del om bord i allmiinhet, exempelvis att de har
ben. Det ir pa samma sitt med tal. Vi kan inte se dessa generella, abstrakta,
tal. Vad vi kan se ir att det finns tre bord i ett rum eller att fem personer vin-
tar p& bussen. Om vi tror pa Platons berittelse sa ska vi inte bry oss s& mycket
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om att rikna saker som finns omkring oss, utan istillet titta pa de abstrakta
talen bakom dem, iven om det ir mycket svérare att lira sig ndgonting om tal
pa detta generella siitt.

S4, vad ar matematik?

Platon och de som héller med honom — vi kallar dem platonister eftersom det
var han som forst formulerade de hiir idéerna — siiger att matematiken underso-
ker dessa mycket abstrakta saker som kallas for tal, trianglar och sa vidare. Dessa
tal existerar verkligen, precis som skuggorna som syns pa viggen. Vi kan inte
se talen, men enligt Platon 4r det mer en besvirlighet iin ett allvarligt problem.

Ar det sa? Det ar klart att det liter ganska bra att siga att tal existerar i den
abstrakta virlden som vi inte kan se. Matematiker, och alla vi andra, ir upp-
tickare i den hiir andra verkliga virlden. Eftersom du vet att 1+1=2, si vet du
ocksa nigonting om den mystiska virld som Platon siiger finns dir. Men hur
uppticker du en sidan virld? Nir det giller geografi vet vi hur vi ska utforska
den viirld som studeras. Du borjar helt enkelt vandra omkring och tittar pa de
strukturer duserilandskapet. Nufértiden maste du gora litet mer for att kunna
siga nigot nytt, men geografi ir i princip fortfarande detsamma. Platons pro-
blem ir att detta aldrig har fungerat i matematiken. Han hade en annan 15s-
ning, men en mycket mirklig sidan.

Dold kunskap om matematik

Platon hivdade att du faktiskt aldrig lir dig ndgot nytt om tal. Hur skulle du
kunna det nir talen iri en egen virld som vi inte kan besoka? Nej, du kommer
baraihagsaker om tal. Konstigt nog ir hans teori att innan du ens dr fodd sa kan
du, eller nigot som liknar din sjil, allt som du behver veta om matematik. Men
du gldmde bort allt nir du féddes. Den hir kunskapen om matematik ir dold
nigonstans och du kan komma ihag den om du forsoker tillrickligt mycket.

Han forsokte till och med att bevisa detta, med viss svarighet. I en av sina
bocker presenterar han en dialog mellan Sokrates och en ung pojke. Pojken fra-
gade hur man kan gora en kvadrat tvd ginger sa stor som en annan bestimd
kvadrat. Det ir ett ganska svért problem fér du kan inte gora bada sidorna av
kvadraten tva ganger lingre. Om du gor det kommer duatt fi en kvadrat som ér
fyra gdnger sd stor. A andra sidan, om du endast gér en sida tva ginger si ling sa
har du inte lingre ndgon kvadrat.

I dialogen stiller Sokrates en rad frigor som sammantaget leder pojken
till ritt svar. Losningen ir foljande: forst gor du en kvadrat som ir fyra ginger
storre dn den forsta, genom att gora bida sidorna
tvi gdnger lingre. Tink dig sedan att du ligger till
tre kvadrater med samma storlek som den som du
redan har och sedan klipper du alla kvadraterna
i tvd delar. Det ir ganska enkelt, for varje kvadrat
har en diagonal som visar exakt var du ska klippa.
Tillsammans bildar dessa fyra halvor en ny kvadrat.
Den nya kvadraten ir tvi ginger storre in den for-
sta kvadraten. Du kan se detta i illustrationen dir
den forsta kvadraten dr den morkare bld och den
nya storre kvadraten dr den som iir ljusbla.
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En bra 16sning, men Platons argument haller inte riktigt. Pojken lyckades klura
ut hur han skulle gora en kvadrat men kommer inte riktigt ihag hur. Sokrates
forsoker foresla det riktiga svaret och pojken siger hela tiden ’ja’ efter att ha
tinkt en stund. Om det inte handlar om minne som Platon siger, hur hjilper en
stunds tinkande pojken att utforska virlden av abstrakt matematik?

Det vet viinte. Tyviirr ir det ett viilldigt vanligt svar inom filosofin. Men det
ir manga filosofer som tror sig veta att det finns ett svar. Det iir bara det att de
inte ir dverens om vilket svar som ir ritt. Men mer viktigt ir att det finns lika
manga minniskor som inte tror att det gir att 16sa Platons problem. Det beror
pa att de hir minniskorna inte tycker att tal ir lika de saker som kastar skuggor
pa grottviiggen. De tycker att tal ir mycket mer lika Sherlock Holmes.

Nominalister har en annan syn pa matematik

Sherlock Holmes var som de flesta vet en detektiv som levde i London. Han
jobbade tillsammans med Watson och de loste ofta fall dir Holmes drkefiende
Moriarty var inblandad. P4 ett sitt ir allt detta sant. Férutom att Sherlock
Holmes aldrig har existerat. Han var pahittad av Sir Arthur Conan Doyle.
Filosofer som tror att tal &r som Sherlock Holmes fokuserar pé den sista biten.
De tror att precis som den kiinde detektiven ir tal (och all dvrig matematik)
pahittade. Personer som tycker sé kallar sig sjilva nominalister.

Nominalister fornekar att det finns en virld full av tal som vi undersoker
nir vi lir oss aritmetik i skolan. Vad du verkligen lir dig 4r en pahittad historia
med tal som huvudpersoner. Precis som historien om Sherlock Holmes 4r den
pahittad av minniskor for linge sedan. Och precis som historien om Sherlock
Holmes sé dr den inte riktigt sann. Nista gdng du ser ett matematiskt problem
kan du lika girna direkt siga att svaret iir fel eftersom matematik bara ir en
saga om sddant som inte finns. Men det vore lite orittvist mot matematiken.
Det ir skillnad mellan 1+1=2 och 1+1=3 dven om talen ir pdhittade. For att
atervinda till Sherlock Holmes dnnu en ging sa ir det en viss skillnad mellan
"Holmes bodde i London” och "Holmes bodde i Tokyo”. Bdda pastienden ir
uppriktigt sagt falska. Men den férsta meningen ir en del av historien — det éir
den personen som Conan Doyle tinkte sig — den andra iir det inte.

Aven om du tror att matematiken ir pihittad kan du inda finna de ritta
svaren pa matematiska problem, helt enkelt dirfor att ett svar ir ritt’ om det
ir en del av historien som du har fitt berittad for dig och 'fel” om den inte ir
det. Det betyder att matematik idr mycket mer olikt geografi in vad du kan-
ske trodde: geografi ir inte pahittat och det som siigs om kontinentalplattor ir
(oftast) helt sant. Matematiken ir ensam bland vetenskaperna eftersom den ir
en produkt av vér fantasi.

Ar d& matematik bara en historia?

Ater igen, kanske inte. Aven om Platon hade ett stort problem som fortfarande
inte ir 16st, har nominalisterna ocksa ett stort problem som behover losas. For
dem ir det inte lika svart att forklara hur du lir dig ndgot om matematik. De
kan helt enkelt peka pa andra historier och siga att vi lir oss matematik pa
sammassitt. Men, pd ett avgdrande sitt ir inte matematik som de andra histori-
erna. Vi tror egentligen inte pa historier om Sherlock Holmes, men niistan alla
tror pd historier om tal. Troligtvis tinker du inte att 1+1=2ir en del av en his-
toria, utan att det faktiskt ir sant med tanke pa virlden omkring oss.

NAMNAREN NR1-2019 37




Har alla dessa minniskor fel? Det verkar ganska otroligt, nominalisterna borde
lista ut hur idén ska passa for minniskor som inte tror att matematik bara ir en
historia eftersom det ir det enligt nominalisterna. Kan de klara av det? Igen,
det vet vi inte. Det finns manga forsok att gora detta, men filosoferna maste
komma 6verens om att en av idéerna ir den riitta vigen att forstd matematik
och fortfarande ir det ungefir hilften av filosoferna som istillet tror pa plato-
nism. I den bemirkelsen vet vi fortfarande inte vad matematik ir.

Manga frdgor om matematik

Filosoferna har manga fler frigor om matematik. Det ir inte bara oklart vad
matematik dr utan ocksa ganska mystiskt hur vi studerar matematik. Vi anvin-
der bevis och matematikernas jobb ir att producera dessa bevis, men alla bevis
irinte lika bra. Pa ett sitt ir de det bara for att de alla visar att slutsatsen dr sann.
Men pi ett annat siitt ir de inte det eftersom vissa bevis dr mer hjilpsamma in
andra. Ibland kan ett bevis fa dig att forsta varfér nigot dr sant men ibland fal-
lerar det. Ett bra exempel iir beviset om siffrorna pa en riiknare. Om du tittar
pé en riknare som den nedan s kan du skapa tal med hjilp av de nio siffrorna
pa foljande siitt: Borja med en siffra pa ndgon av kanterna tex 4. I det hiir fal-
let foljer du en horisontell linje: 4, 5, 6 och sen tillbaka 6, 5 och 4. Talet ir da
456 654. Gor samma sak {or alla vertikala linjer och diagonalen och du far tal
som: 753357,123321 och 258 852.

Resultatet iir lite underligt eftersom alla talen dr delbara med 37. Hur bevisar vi
det? Ett forslag dr att du skriver ner alla dessa tal och delar vart och ett med 37.
Du kan bevisa teorin men du kommer faktiskt inte forsta varfor alla tal ir del-
bara med samma tal.

En annan moijlighet ir att titta lite bakom hur dessa tal formas. Du startar
alltid med ett tal pa riknaren och tricket ir sedan att du adderar eller subtrahe-
rar med ett och samma tal for att fi niista tal, dvs om a iir den siffra som du star-
tar med och d ir det tal som iir differensen till niista siffra, ir d =11 talet 123321.
[ talet 963369 iir a=9 och d =3. Generellt ser alla tal ut s3 hiir:

10°a+10%a+d)+10%(a +2d) +10%(a+2d) +10(a+d) +a

For att kunna bevisa ndgot om dessa tal maste du forenkla uttrycket, vilket
ir lika med 111111a +12210d. Till sist sd dr det samma som 1221(91a +10d). P4
grund av formeln iir alla dessa tal delbara med 1221, samt 3, 11 och 37 (eftersom
3-11-37=1221).
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Skillnaden mellan bevisen iir kanske inte s kittlande men jag hoppas att det ir
klart att det andra beviset dr mer forklarande in det ristarka beviset. Den filo-
sofiska fragan ir, vad ir det som gor dessa forklarande bevis till sa bra bevis? Ar
det s att ovanstiende bevis som forklaras pa ett mer generellt sitt dr littare att
forstd dn det som ir lite krangligare?

Inte alltid. Om du tittar pa ett annat bevis, nimligen dir summan av de for-
sta n ojimna talen ir lika med n? (tex 14+3+5+...4+2n—1=n?), da ser du att
generalisering inte ir den enda forklaringen. En av de mest generella viigarna
att bevisa en sidan teori dr genom induktion: du bérjar med den forsta sum-
man som ir just 1 och visar sen att det alltid 4r sant dven for nista. For att illus-
trera detta si kan det se ut som féljer:

1=1?

och om

143+5+...4+2n-1=n?

dair:

14345+ +2n-1+2n+)-1=n*+2n+2-1=n’+2n+1=(n+1)?

Nu vet vi att oavsett hur minga ojimna tal vi adderar s kommer summan all-
tid att bli kvadraten av de tal som adderats. Fér mig forklarar det inte mycket,
oavsett hur generell metoden iin ir. Jimfor det med bilden nedan diir du kan se
ett visuellt bevis for teorin.
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Det kan ta en stund innan du ser beviset i denna bild. Den &versta viinstra cir-
keln visar alltid 1=12 Om du gir ner ett steg och till hoger s kan du se 1+ 3. Diir
formas en kvadrat med 22 cirklar. G4 ner ett steg till si kan duse 1+3+5=3%
Eftersom du alltid kan gora kvadrater s hir oavsett hur manga ojimna tal du
adderar visar teorin att det dr sant.

Savarforir de visuella bevisen mer forklarande in induktionsbevisen? De édr
inte mer generella. Denna visuella metod kan endast anvindas for denna teori.
Induktion dr nagot du kan anviinda for alla teorier som behandlar alla jimna
och hela tal. Just detta bevis anviinder en bild men samtidigt kan en bild miss-
leda dig. Tank bara pd alla bilder som forsoker visa att m=4, som den nedan.

“‘

vikin vikin fler
d=1 hérnen horn
svarta svart omkrets svart omkrets
kvadratens fortfarande fortfarande
omkrets =4 =4

oandligt manga
horn ar invikta

svart omkrets =

NAMNAREN NR1-2019 39



Det iir fortfarande en 6ppen friga vad de goda bevisen har som inte de déliga
har. Ett forslag dr att det dr en blandning av saker. Talen frdn miniriknaren
ir ett biittre bevis eftersom det visar vad de olika problemen har gemensamt
medan de visuella ojimna talen direkt fir din uppmirksamhet pa att det iir en
viktig faktor for resultatet (summan ir en kvadrat). Ju bittre ett bevis iir att visa
detta desto mer frklarande finner vi beviset.

Det som artikeln tagit upp ir toppen av ett isberg av frigor hur matemati-
ken fungerar. Nagra fler som kan nimnas:

o Hur dr det majligt att forena matematik med vetenskap?
Tal och resten av matematiken ir (oavsett om du ir platonist eller
nominalist) abstrakt och har ganska lite att gora med virlden runt oss, vare
sig talen finns i ett eget land eller vad vi gjort dem till. Varfor kan vi da
anvinda dem till att beskriva s3 minga av de verkliga saker som finns runt
omkring oss? Varfor dr just matematiken sd anvindbar for detta?

o Varfor dr matematiken sd framgdangsrik inom vetenskap?
Fysiker har anviint matematik i hundratals &r och manga upptickter har
gjorts genom anvindning av matematik. Newtons modell for gravitet
var uteslutande baserad pa enkel matematik och var mer in tusen ginger
mer anvindbar in vad Newton sjilv kunde veta. Positroner uppticktes
for att en utvald matematisk modell i sin elegans visade en fysiker att den
existerade.

o Hur fungerar bevis?
Ofta bevisar vi med en bild hur matematiken fungerar och delvis med
forklaringar om resonemanget bakom formlerna. Stringt talat finns det
ingen plats for sidant inom matematiken. Den anvinder endast formler
och vildigt strikta steg for att ta sig frin en formel till en annan. Sa hur kan
véra informella bevis som anvinder alla dessa ickematematiska element
och hoppar dver flera steg av kalkyleringar anvindas som ett verktyg for
att lira nigot om matematik som ir mycket mer strikt? Hur fungerar det
visuella beviset av summan av ojimna tal som ett bevis for teorin?

o Hur kan vi forstd odndlighet?
Vira hjirnor 4r indliga och vi kan endast tinka pa ett bestimt antal saker
pi samma ging. Aven om du tillbringar hela ditt liv med att forsoka ga
igenom s3 minga saker som mojligt s& kommer du ind3 att bara ha ett antal
tankar kvar. Sa hur kan vi da forstd oindlighet? Hur kan vi ha teorier om
oindlighet pé ett sofistikerat siitt sd som forst gjordes av Cantor?

Hur klar matematiken in verkar for dig nir du férstar en liten del av den, kom-
mer du niir du tittar i detalj pa dina firdigheter att forstd mindre och mindre av
vad du har lyckats med. En hel del av dessa detaljer iir oklara men en sak ir klar:
vi kan klara av matematiken och den ir vildigt anvindbar. P4 grund av fram-
gingen ir det precis dirfor filosoferna vill forsoka f6rstd vad som hiinder. Mer
och mer borjar det klarna men filosofi vore inte filosofi om det inte fanns olika
teorier for niistan allt. Som ett resultat av det férda resonemanget sa ir det upp
till dig som liser detta att bestimma vilken forklaring du gillar bist.

Oversatt fran engelska till svenska av Rose-Marie Wikstrém.
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