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Spetsutbildning i matematik
vid Hvitfeldtska gymnasiet

| forra numret inleddes en artikelserie under temat Mattetalanger. Dar
diskuterades nationella styr- och stéddokument som lyfter fragor om olika
aspekter pa sarskilt begadvade matematikelevers undervisning. | denna artikel
foljs den upp med en inblick i hur en gymnasieskola med spetsutbildning i
matematik har organiserat sin undervisning for att méta elevers olika behov.

lor med formell gymnasial spetsutbildning i matematik. De 6vriga

ir Danderyds gymnasium, Luled gymnasieskola och Ehrensvirdska
gymnasiet i Karlskrona. Flera andra skolor i landet har egna varianter av mate-
matikintensiva gymnasieprogram. Var spetsutbildning vid Hvitfeldtska gym-
nasiet bottnar i en verksamhet som startade redan i borjan pi 1990-talet.

Spetsutbildningarna i landet har vissa likheter, men samtidigt finns det
skillnader i bade arbetssitt och struktur. I maj 2015 kom Skolverkets stodma-
terial Sérskilt begdvade elever — dmnesdidaktiskt stod i matematik, som ocksi
berordes i artikeln Mattetalanger i forra numret. Ett gemensamt uppdrag nir
det giller spetsskolornas verksamheter ir, eller bor vara, att kunna méta sir-
skilt begavade elevers behov — om inte vi klarar det, vilka ska d4 gora det? Jag
kommer hiir att beskriva spetsutbildningen vid Hvitfeldtska gymnasiet, hur
utbildningen ir upplagd och varfor.

Varje ar antas mellan 20 och 30 elever till spetsutbildningen och eleverna
samlas i en och samma klass. Utbildningen ir en sirskild variant av det natur-
vetenskapliga programmet, vars valbara delar ir vikta &t matematikkurser. Det
ir viirt att papeka att alla som antas till spetsutbildningen inte faller inom kate-
gorin sirskilt begavad och vér verksamhet ir heller inte organiserad utifran
att s skulle vara fallet. Diremot ir, kan man férmoda, sirskilt begivade elever
relativt sett representerade i hogre grad i vara spetsklasser.

l l vitfeldtska gymnasiet i Goteborg dr sedan 2010 en av landets fyra sko-

Intradesprov och betyg

Antagning sker utifran betyg fran drskurs 9 tillsammans med ett intridesprov
i matematik som viger lika tungt som betyget. Genom intridesprovet kan ett
svagare betyg kompenseras av en sirskild fallenhet fér matematik. Eftersom
eleven ska klara av utbildningen som helhet kan vi inte bara anta utifrin den
matematiska formagan, dirav betygsdelen i urvalet. Antagningsprovet har
dven andra funktioner, utdver att vara urvalsgrundande. Genom antagnings-
provet krivs det av eleven en anstringning att ta sig till skolan och genomféra
provet. Finns det ett motstind redan hir, ir formodligen inte intresset heller
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tillrickligt stort. Vi stker elever med en viss fallenhet i matematik och som
samtidigt har en genuin vilja att komma till oss och utvecklas. Vidare innehal-
ler antagningsprovet en problemdel och tidigare antagningsirs problemdelar
ir offentliga. P4 detta siitt ger provet en viss indikation av vad eleven kommer
att fA mojlighet att utveckla hos oss och samtidigt visar provet vilka kvaliteter
vi tycker idr viktiga. Det dr matematisk fallenhet och kreativ férmiga vi virde-
rar, inte huruvida eleven tidigare har varit inne i ett accelererat system och dir-
igenom bdorjat nosa pa gymnasiekurser.

Arskurs 1 och 2

I arbetet med drivna elever, exempelvis sirskilt begivade, finns det tva cen-
trala begrepp: berikning och acceleration. I grova drag handlar berikning om att
man griver dir man star, dvs att eleverna ges utrymme for att tringa djupare
in i aktuellt stoff. Acceleration syftar till att man ror sig snabbare dver ett givet
stoff och hir tar man fasta pd en hogre inlirningsférmaga.

I spetsutbildningen p& Hvitfeldtska arbetar vi, &tminstone initialt, utifran
berikning. Notera att acceleration inte betyder konstant hog fart, utan att far-
ten trappas upp, man bor inte ha ett hogt undervisningstempo utan méil och
grund. Vi tror dirfor pa att bygga en genuin plattform. Detta tar sig uttryck i
att eleverna redan i drskurs 1 pabérjar en breddningskurs (specialiseringskurs)
i problemldsning. Kursen lises under de tva forsta aren i utbildningen, paral-
lellt med kurserna Matematik 1-4. Genom problemldsningskursen ges elev-
erna mdjlighet att stanna upp och triinga djupare in i sidant som de méter i
de parallella nationella kurserna. Samtidigt innehaller kursen andra delar som
syftar till att forbereda for hogre studier, sdsom férdjupningskurserna i arkurs 3.
Lt mig lyfta fram nigra centrala delar av problemldsningskursen.

Kurs i problemlisning

En forsta central del av kursen handlar om att ldra sig stdilla frigor vid mdétet
med matematik. De flesta lirare har sikert erfarenhet av hur elever kor fast da
de inte "ser” hela l6sningen framfor sig. Som lirare mots du manga ganger av
ett blankt papper dd du kommer fram till en elev med handen uppe. Genom
kursen vill vi lira eleverna hur de kan bérja nysta i problem, bryta ner problem
i delar och bygga vidare fran delresultat. Vi vill uppmuntra och skapa verktyg
for matematisk kreativitet. Hir foljer ett exempel pd problem som eleverna kan
arbeta med i kursen.

Problemexempel 1: En summa av olika positiva heltal kan sdgas ha delbar-
hetsegenskapen da varje term &r en delare i summan. Undersok sddana
summor.

Arbetsfriagor som eleven kan stilla sig ir exempelvis:
o Existerar det dver huvud en sdidan summa av tal?

© Hur manga termer kan en sddan summa best av?

<

Finns det ett obegrinsat antal sidana summor?

<o

Finns det ett obegrinsat antal sidana summor med ett givet antal termer?

o Ingér varje positivt heltal i nigon summa med delbarhetsegenskapen?




Hir kanske eleven finner att 1+ 2+ 3 ir ett exempel pd en summa med del-
barhetsegenskapen. Diremot finns det ingen sddan summa med tva termer.
Vidare, nir man vil har funnit en summa med delbarhetsegenskapen, siig
142+ 3, kan man utifran denna konstruera en ny sidan summa med ytterligare
en term genom 1+2+3+(1+2+3). D3 denna konstruktion fungerar allmint
konstaterar vi att det finns delbarhetssummor av godtyckligt antal termer, tre
eller fler. En sista kommentar, kring mojliga slutsatser, ir att an+bn +cn har
delbarhetsegenskapen, d a+b+c har det, dir n ir ett positivt heltal (motsva-
rande giller for fler termer). Speciellt har summan n+2n+3n egenskapen i
fraga for varje heltal n>1. Detta visar pa ett jakande svar pd de tva sista frigorna.

En andra viktig del av kursen ir att ge eleverna verktyg for att ldsa av sat-
ser och bevis, samt att organisera egna bevis. Detta ir viktigt for att kunna
mota exempelvis hogskolans matematik. Hir arbetar vi mycket med begrep-
pen implikation och ekvivalens, och olika bevisforingstekniker. En teknik vi
ocksd anviinder oss av, i ssmmanhanget, ir att lita eleverna bevisa utsagor kring
begrepp som de inte har nigon, eller begrinsad, forforstaelse kring. Lit mig ge
exempel pa problem fran kursen:

Problemexempel 2: Ett heltal n ar ett lyckligt tal d& n kan skrivas n=a+ b* for
nagra heltal a och b. Bevisa att om n dr ett lyckligt tal s& ar saval 4n som 2n
lyckliga tal.

Problemexempel 3: Ett positivt heltal n sdgs vara enkelt da n ar en delare i
k for varje heltal k sddant att kn &r ett kvadrattal. Visa att om n &r ett udda
enkelt tal, sa ar 2n ocksa enkelt.

Poingen med att lita eleverna bevisa utsagor kring okinda begrepp ir att de pa
detta sitt lir sig hur man arbetar mot nya begrepp i en bevisforingssituation.
De tvingas till att lisa av, avkoda, den vid handen givna informationen, och for-
mulera vad som ir givet och vad som ska bevisas. En annan fordel med den hir
typen av problem ir att alla stéir lika infér problemet, det finns ingen forforsta-
else att falla tillbaka pa. Du skapar en hdér och nu-situation.

Ett annat arbetsitt, kopplat till arbetet med satser och bevis, 4r att lita elev-
erna granska felaktiga satser och bevis. Ett exempel:

Problemexempel 4: Betrakta foljande sats och bevis. Antingen sa ar sat-
sen korrekt, men beviset felaktigt, eller sa &r bade sats och bevis felaktiga.
Undersok vilket som galler.

Sats: Talet n+ 2 dr udda om och endast om 3n+ 2 ar udda.

Bevis: Antag att n+2 dr udda. Vi ska visa att 3n+2 dr udda. Enligt forutsatt-
ning kan vi skriva n+2=2k+ 1 fér nadgot heltal k, sa

3n+2=3Qk-1)+2=2Bk-1)+1,

vilket visar att 3n+ 2 &r udda. Det aterstdr att bevisa omvandningen, att om
3n+2 dr udda sd dr n+2 udda. Antag att 3n+2 dr udda. Om n ar jamnt,
n=2k, sa ar 3n+2=6k+2=2(3k+1) jdmnt, alltsd maste n vara udda. Sa
antag att n=2k+ 1 for nadgot heltal k. D4 &r

n+2=0Q2k+1)+2=2k+3=2k+1)+1.

Alltsd &r n+2 udda, vilket avslutar beviset.
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Hiir dr sats och bevis bida felaktiga. Satsen giiller bara om n iir ett heltal, vilket
det inte siigs ndgot om i satsformuleringen. I beviset dyker luckan upp i andra
halvan, da det endast behandlar fallen da n ir ett udda eller jimnt heltal. Om
exempelvis n=1/3 s& &r 3n +2 udda heltal, men inte n + 2. Det hiir arbetssittet
lir eleverna att vara observanta pa detaljer.

En tredje hornsten i kursen dr matematisk redovisning. 1 Sérskilt begdvade
elever — dmnesdidaktiskt stid i matematik betonas dven detta arbetsomride.
Kursen examineras genom inlimningsuppgifter. Vid bedomningen liggs stor
vikt vid kvaliteten pa den skriftliga framstillningen, bide niir det giller struk-
tur och precision i argumentationen. Naturligvis fir eleverna hir vigledande
riktlinjer for hur man organiserar en matematisk text. En teknik som jag ocksa
tillimpar ir att samla pa mig elevldsningar, som jag sedan kan lita efterfoljande
arskullar diskutera kvaliteten p vid arbete med samma problem. Vad iir bra
och vad dr mindre lyckat? Det ir hir viktigt att lyfta fram bade goda och min-
dre goda exempel. Detta arbetssitt har mycket bittre effekt jimfort med att
jag som lirare presenterar en "kliniskt perfekt” 16sning pa tavlan.

De nationella kurserna Matematik 1-4

Parallellt med problemldsningskursen liser alltsi eleverna Matematik 1-4, en
kurs per termin. Aven om vi innehéllsmissigt ir mer begrinsade, ger vi diven
dessa kurser en "spetsinramning” genom arbetssitt och organisation. Det

krivs inte extra kurser for att mota drivna elever.
. .. Till att borja med méter eleverna en annan lirare
, ’ V’L tror de L ar in den de hariproblemldsningskursen. Pi detta sitt
.. far eleverna tidigt, fran drskurs 1, se olika tolkningar
pOS 1t me d ﬂe 7d  ochframstillningar av matematiken, samtidigt som
. det finns en gemensam kirna i lirarnas forhall-
mUtesyIOT oC I’l kanale s ningssitt. Genom att samla spetseleverna i en klass
. , , far de dagligen mota likasinnade och de kan dirige-
fOT lnSplethn e nom utveckla varandra, men vi ser alltsa dven till att
de kommer i kontakt med fler in en matematikli-
rare. Vi tror det ir positivt med flera métesytor och kanaler for inspiration, att
exempelvis uppmuntra till deltagande i tivlingsmatematik ir i linje med detta.
Som lirare forsoker vi framfor allt lita den metodik eleverna lir sig i problem-
losningskursen spilla dver till dvriga kurser. Som exempel far eleverna inte tro
att god matematisk redovisning bara iir viktigt inom problemlésningskursen,

det trycker vi paialla kurser.

I véra spetsklasser finns det en stor spridning av elevernas kvaliteter. S3 dr
naturligtvis vardagen for de flesta lirare. Ett arbetssitt som jag sjilv ofta tillim-
par, for att mota detta, dr foljande. Jag forsoker konstruera uppgifter, aktivite-
ter, som moter savil de svagare som de starkare pa en och samma gang. Detta
g0r jag genom dppna problemstillningar, som ir organiserade genom en folid
av delproblem som mynnar ut i en mer eller mindre 6ppen problemstillning.
Nagra elever kommer bara en bit in i problemet, medan andra kommer lingre,
och de riktigt duktiga fir genom den 6ppna inramningen moijlighet att ta ut
sviingarna. [ ssmband med beskrivningen av problemlésningskursen betonade
jag vikten av att kunna stilla frigor. Med detta arbetssitt fir eleverna erfaren-
het av hur problem kan delas upp i enklare delar. Hiir ges ett exempel pa en
sddan aktivitet/problem:
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Problemexempel 5:
1. Vilka olika primtalsfaktorer innehdller talet 10°- 123547
2. Primtalsfaktorisera talet 107-23- 5%,

3. Formulera ett eller flera villkor som heltalen x, y, 7> 0 maste uppfylla om
102-123-15% = 15¢ 18- 20%

4. Undersok om det finns heltal x, y, 7> 0 sddana att
107-123.15% = 15. 18- 207,

5. Undersok exempel pd heltal g, b, ¢ > 0 sddana att det inte finns heltal
X, y,x>0med: 107+ 12°-15¢ = 15-187- 207

6. Undersok villkor pa heltalen g, b, ¢ > 0 som garanterar att det finns heltal
X, y,z>0sdatt: 10°-12°- 15 = 15%- 18- 207,

Den unika lésningen i 4 ir x=z=3, y=2. [ samband med punkt 5 kan fall av
icke existens av losning finnas exempelvis utifrdn fallet a=c=0. I detta fall
maste x=z=0, s3 vi star infor att visa att det finns heltal b> 0 s att 12°= 18" for
alla heltal y > 0. Ett nddvindigt och tillrickligt villkor for 18sning i punkt 6 ir:
a+bir delbart med 5samtidigt som 4b > a och 2a + 5¢>3b.

Problemet skulle kunna tillimpas i samband med arbetet med linjira ekva-
tionssystem i Matematik 2c. Alternativt passar det som problemlésningsupp-
gift i arbetet med primtal och/eller potenslagar i Matematik 1c och vi kan d&
noja oss med delproblemen 1-4.

Arskurs 3

Infor arskurs 3 har eleverna med sig Matematik 1-4 samt problemldsningskur-
sen. I trean liser eleverna Matematik 5 f5ljt av tvd specialiseringskurser fyllda
med "hogskolestoff”. Studietakten accelereras dirmed en aning, vilket vi lagt
grunden for under drskurs 1 och 2.

En del av spetsutbildningarnas uppdrag ir att erbjuda méjlighet att ta upp
till 15 hogskolepoing i matematik vid en virdhogskola, i vart fall Chalmers
och Géteborgs universitet. Hir ser losningarna lite olika ut pa de gymnasie-
skolor som har spetsutbildning. I vért fall bedriver vi all undervisning sjilva.
Innehallet i en av vara specialiseringskurser motsvarar helt eller delvis en hog-
skolekurs. Eleverna erbjuds majlighet att tentera vid matematikinstitutionen
Matematiska vetenskaper, gemensam fér Chalmers och Goteborgs universi-
tet. Manga elever inspireras av att pa detta sitt prova pa hogskolans krav och
matematik, men kinner samtidigt att hogskolepoingen kan kvitta och exami-
nerar endast vér lokala kurs. Utbytet med Chalmers och Géteborgs universitet
bestar i studiebesok, exempelvis i form av deltagande i enstaka forelisningar.
Innehillet i den andra specialiseringskursen planerar vi helt sjilva. Syftet med
specialiseringsverksamheten i rskurs 3 ir att eleverna ska fa kiinna pd hogsko-
lemissig framstillning av matematik. Syftet ir inte att eleverna ska "beta av”
inledande hogskolekurser. Med andra ord tinker vi pd liknande siitt hiri éver-
gingen mellan gymnasiet och hogskolan, som vid dvergingen mellan grund-
skolan och gymnasiet, i arbetet med duktiga elever: kvalitativ fordjupning
framfor kvantitativ jakt pa kurser.
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En anledning till att vi bedriver dven den hgskolerelaterade undervisningen
sjilva dr att vi pa skolan pa sd sitt kan utvecklas och halla oss pa ta. Vi ir tva lek-
torer som undervisar pé spetsprogrammet, med bade forskarverksamhet och
eftergymnasial undervisningserfarenhet i bagaget, si kompetensen finns hos
oss. Vidare ger det oss mojlighet till en mer riktad feedback till vara elever, till
skillnad mot om vi hade satt véra elever tillsammans med ett storre antal stu-
denterien foreldsningssal. Vi vill utnyttja mojligheten att fa vara elever att for-
std sina framsteg och sin fallenhet. Men det finns dven en djupare aspekt av
varfor vi vill organisera den hogskolemiissiga delen av utbildningen sjilva.
Viart mal med spetsverksamheten ir att ligga grunden och uppmuntra till
vidare studier i matematik. Hir kanske det inte ir inledande hogskolekurser
i algebra och analys som bist formedlar vad férdjupning i matematik inne-
bir. Genom att vi planerar verksamheten sjilva ir vi flexibla och kan berora
moment som traditionellt ligger lingre fram i hogskolans matematik och som
exempelvis en ingenjorsstudent inte kommer att fa mojlighet att méta i sin
utbildning. Hir kan nimnas begrepp som grupp, vilket vara elever far bekanta
sig med redan i problemldésningskursen, som fingar vildigt mycket matema-
tik och som exemplifierar hur man i den hogre matematiken soker strukturer.

Avslutande kommentar

Gemensamt for spetsutbildningarna iir att spetseleverna redan fran arskurs 1
samlas i en och samma klass. Jag har pekat pa férdelarna, men det finns dven
utmaningar kopplat till detta. Med det system vi har idag s4 siitts klassen eller
gruppen redan forsta dret. Vi har inget fonster dir vi kan ta in elever som senare
kommer pa att de vill lisa hos oss. Jag ir dvertygad om att vi missar manga for-
magor som ocksa skulle ha trivts hos oss, men som av olika skiil tvekar. Om en
elev hoppar av utbildningen kan vi inte heller fylla pa. Diirfor dr det sirskilt
viktigt att de elever som vi antar inte bara har en fallenhet for matematik, utan
att de dven dr genuint motiverade att folja vart program. Kanske man kan hitta
enmjukare dverging in i spetsverksamheten, med fler 5ppna dorrar? Fore 2010
hade vi ett annat system da vi samlade spetselever fran olika klasser pa skolan i
en matematikgrupp. Det uppligget var ndgot mer flexibelt.
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