ANETTE JAHNKE

Varfor forenkla nar vi kan forkrangla?

Denna artikel handlar om att variera arbetssatt pa gymnasiets kurser.
Med exempel fran geometri, algebra och talteori och med historisk
anknytning berattar forfattaren
om sin undervisning.

En tesked aritmetik. En klick geometri. Sen
en klick till i kurs D. En skuvdtt algebra hdir
och ddir. Nagra strodda funktioner. Derivata,
integraler och en nypa differentialekvationer.
En touch komplexa tal. Och sd en dos diskret
matematik som extra tillbehér for dem som
sd onskar.

Detta var mitt forsta intryck nir jag som ny-
anstilld lektor i matematik vid Hvitfeldtska
gymnasiet i Géteborg pa allvar bérjade ldsa
kursplanen i matematik. Intrycket grunda-
de sig pa vad som stod under rubriken Mail
att uppnd. Under rubriken Madl att striva
mot och i beskrivningen av &mnets karaktir
och uppbyggnad métte jag dock det dmne
som jag sa vil kinde sen mina forskarstudi-
er i matematik. Dir fann jag svingrum fér
att géra gymnasiematematiken meningsfull
for eleverna.

Aven om det 4r svart att se pé sig sjilv ut-
ifrdn, har det f6r mig varit utvecklande att
stindigt reflektera 6ver vad jag goér som li-
rare, bAde matematiskt och metodiskt — och
varfor jag gor sa. I denna och i en komman-
de artikel kommer jag att beskriva ett antal
klassrumsaktiviteter eller episoder. Aven
om aktiviteterna kan te sig spontana s& ir
de vilplanerade och baserade pa erfarenhe-
ter av elevers reaktioner i liknande situatio-
ner. Men jag héller alltid dérren 6ppen for
nya infallsvinklar som kan berika lektionen

och sedan kanske bli uppslag fér en helt ny
lektion. Alla aktiviteter innehéller en dos av
hjértlig provokation, med syfte att leda elev-
erna mot nya upptickter som till exempel i
foljande laboration.

Godismatematik

Nir eleverna kommer in star jag och dter ur
en mycket stor godispase. Medan jag tuggar
forklarar jag att det dr dags fér laboration.
Eleverna delas in i par och far ett papper
med en cirkel p3, sax, tejp och linjaler.

Ni ska klippa ut cirkeln och forma den
till en kon, sdger jag och tar ett par extra
sockerbitar i munnen. Det par som for-
tast lyckas forma en kon med storsta
mojliga volym kommer att fa sin kon
fylld med godis. Eftersom det &dr godis
som star pa spel ar jag mycket mycket
petig! Jag vill se fullstdndiga [6sningar.

Problemet innehéller anvindning av Pytha-
goras sats, och beroende pé vilken variabel
eleverna viljer att bryta ut blir det mer eller
mindre litt att derivera. Problemet &r inte
helt enkelt. "Men ju lingre tid det tar desto
bittre, fér da far jag mer godis”, siiger jag till
eleverna. Lektionen brukar bli mycket aktiv
- och naturligtvis far alla jobba fardigt och
far sin kon fylld med godis.
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Varfor?

Det finns ménga olika arbetssitt man kan
anvinda sig av i klassrummet: grupparbete,
laborativt arbete, foreldsning, filmvisning
osv. Laborativt arbetssitt bidrar till att elev-
erna fér se och kdnna i matematik.

Moderna tillampningar

Jag sparar ocksé pé dialoger. Jag vet att vid
ett visst tillfdlle, i samband med négot be-
grepp, sd kommer en reaktion fran eleverna
- positiv eller negativ — som jag kan ta hand
om med hjilp av en dialog, som i féljande
episod. I samband med ett litet avsnitt om
primtal i liroboken for kurs A:

- Anette, hur gér man? suckar eleven.

— Avgdr om 131 4r ett primtal, liser jag
hogt. Vet du vad ett primtal 4r?

—Ja, ja, det gar inte att dela ..., siger eleven.
— Vad3j, dela?

- Férutom med ett och talet sjilv, suckar
eleven. Men, Anette, hur gor jag d3? Jag har
last det hir om Erastho...erastollens metod.
Men sluta ... jag kan inte sitta hir och skriva
upp en massa tal och stryka.

- Hmm ... du kan ju prova att dela talet med
2,3, 5,7, och sé vidare. Prova. Sen kan du ju
fundera pa hur linge du méste testa ...

—till ... 131? Huga, sténar eleven.

- Hmm ... du fir fundera ... kanske finns
ndgot tips i texten hir.

- Ja, jag kan kolla ..., siger eleven tveksamt.
- Du ir inte n6jd?

- Det finns en metod, va? Men du siger den
inte? Det méste ju finnas en metod for att
avgdra om ett tal dr primtal eller inte, siger
eleven och lagger ifrdn sig penna och pap-
per demonstrativt.

— Nej, 4n sd lange dr det ingen som har hit-
tat en metod, siger jag.

— Du skimtar, det kan vil inte vara s svart!
utbrister eleven och stricker sig efter graf-
raknaren.

- Men du kanske kan hitta en? Om du gor
det sd blir du sdkert miljonir flera gdnger
om ... eller méjligtvis moérdad.

— 2?1 Vad snackar du om?

" Kopplat till serien finns klassrumsaktiviteter, se
www.weallusematheveryday.com/tools/waumed/home.htm
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Denna dialog kan ha effekten att kompisar-
na pa raden framfor vinder sig om och und-
rar vem som ska mordas. Uppmirksamhe-
ten dr fdngad och jag kan kort beriitta om
faktoriseringens betydelse fér kommunika-
tion via nitet och tipsa om ett avsnitt i TV-
serien Numbers' dir detta var i fokus eller
om Kodboken av Simon Singh.

Varfor?

Dialogen tjinar till att uppmérksamma elev-
erna pé att allt inom matematiken inte 4r 16st
- den utvecklas fortfarande.

Samband mellan begrepp

Ett annat tillfdlle d& man kan f3 en irrite-
rad reaktion fran elever dr nir man i kurs
E introducerar komplexa tal och talet i. Far
man gora sa? undrar eleverna. Men de olika
talen och dess egenskaper kan man intro-
ducera langt tidigare 4n i kursE genom f6l-
jande tankelek. En av de foérsta lektionerna
i kurs A inleds med att jag ligger pa en OH-
bild och siger:

- Vi ska nu gora ett tankeexperiment.
Forestall er att ni bara kan talen 1, 2, 3, 4,
5,...Kan nil6sa foljande ekvationer?

P& OH-bilden avslojar jag sakta olika ekva-
tioner: x+1=6,x-4=1,x+2=2.

—Ja, ja och nej! ropar eleverna.

- Men vad gor vi d8? fragar jag. D3 fér vi
uppfinna ett nytt tal. Vad ska vi kalla det?
Hur ska vi beteckna det? Vilka egenskaper
ska det talet ha?

Eleverna uppmanas att komma med férslag
pa namn och beteckningar, jag provocerar
genom att rita mer eller mindre fantasifulla
forslag pa beteckningar pa tavlan. Till slut
ndjer vi oss med namnet noll och vér vanliga
beteckning 0, vars historiska bakgrund jag
tar upp. Vi fortsitter:

—Ienvirldmedbara0,1, 2, 3,4, ..., kan vi
16sa ekvationer av typen x+5=10,x+5=0?
- Ja och nej!

— Men vad gér vi d3? Vi uppfinner nya tal!
Vad ska vi kalla dessa? Vad tycker ni? Hur
ska vi beteckna dem? Vilka egenskaper ska
de ha? Kan vi illustrera dem?




Aterigen uppmanas eleverna att komma
med férslag p& namn och beteckningar. Jag
glommer aldrig klassen som ville att minus
tva skulle betecknas med Lasse, vilket ger
att 2+ Lasse,=0. Vi landar till slut i de ne-
gativa talen. Intressant att notera ir att det
var forst pad 1600-talet man kom pa idén att
geometriskt illustera de negativa talen &t
motsatt hall som de positiva talen (Albert
Girard (1595-1632), se A history of mathema-
tics).Sen fortsitter jag, med elevernas hjilp,
att introducera rationella tal, reella tal och
till slut nar vi ekvationer av typen x*=-1.

- Jaha, vad gor vi nu da? siger jag.

- Uppfinner fler tal? siger eleverna tvek-
samt.

— Javisst, vi brukar beteckna det med i och
kallad det imagindrt. D& kan vi bilda de
komplexa talen.

- 0866 ..., sténar eleverna.

— ... men de komplexa talen tillhér kursE,
siger jag, och det gar en susning av littnad
genom klassrummet.

Nu kan jag beritta vidare for eleverna att
nir vi natt de komplexa talen dr vi pa ett siitt
faktiskt fardiga. Algebrans fundamentalsats
siger att varje polynomekvation med kom-
plexa koefficienter har en komplex 16sning.
Men ir varje tal en 16sning till en polynom-
ekvation? Nej, det finns tal som inte har en
tillhérande ekvation si kallade transcen-
denta tal, tex 7. De #dr dessutom o#ndligt
maénga.

Om man genomfér ovanstdende resone-
mang i senare kurser kan man introducera
fler "tal”, sa kallade kvaternioner. Dessa har
ingen koppling till 16sningar av ekvationer.
Kvaternionerna utvecklas istillet ur féljan-
de frdga: Om de komplexa talen kan ses som
punkteriplanet, gar det d& att hitta punkter
i rymden som svarar mot ett talsystem? Sva-
ret r nej, fyra dimensioner behdvs. Dessut-
om kan vi inte {3 systemet att fungera med
alla vara vanliga rikneregler, vi tvingas att
prioritera vissa och slippa den kommutati-
va lagen.

Fragorna som dyker upp under denna lek-
tion handlar ofta om - fr man gora s& hir
och bara hitta pa tal inom matematiken? Ar
det s& hir man gor? Vad betyder punkterna
nir man skriver 1,2,3, ...? Senast fick jag fél-
jande friga:

— Men, Anette, ir alla ekvationer 16sta?

Naturligtvis inte. Algebrans fundamental-
sats giller for polynomekvationer. Dessutom
vet vi bara att en 16sning finns, vi vet inte all-
tid hur vi ska hitta den. Man har till och med
bevisat att fér polynomekvationer av gradtal
fem och hogre finns det ingen allmén formel
for 16sningarna. En formel bestdende av de
fyra riknesitten samt roturdragningar mel-
lan ekvationens koefficienter existerar inte.
Googla pa Galois! Dessutom kan vi inte alltid
skriva ner ett explicit tal som 16sning, ibland
kan vi bara beskriva I6sningen genom att ta
fram en bra algoritm som gér att vi kan be-
rikna ett nirmevirde at gdngen. Naturligt-
vis finns det dven ekvationer som helt saknar
16sning, tex

—=0.

x
Om vi antar att det finns ett sidant tal, vilka
egenskaper skulle det ha?

Elever brukar veta att "man inte far” di-
videra med noll. Men varfor inte? Det 4r en
underbar uppgift att utmana elever med.
Det kan vil inte vara sé farligt att dividera
med noll?

Hela diskussionen kring tal avslutar jag
med héglasning ur Peter Hoegs bok Froken
Smillas kdnsla for sno. I boken finns ett un-
derbart avsnitt dir hela talsystemet beskrivs
samtidigt som romantiken flodar mellan
Smilla och en man som kokar fisksoppa!

Varfor?

Att det finns samband mellan olika begrepp
inom matematiken ir inte sjilvklart. Det dr
tex ritt konstigt att diverse raka streck pa
en tavla gr att representera med algebrais-
ka uttryck. Det infinner sig en spdnning hos
eleverna nir man under en av de forsta lek-
tionerna glantar pé dérren och tjuvkikar pa
innehéllet i den sista kursen pd gymnasiet.
De komplexa talen har vi sedan som en bak-
grund nir vi studerar andragradsekvationer.
Reella talen far en tydligare mening, efter-
som eleverna vet att det finns mer runt hor-
net. Men hela episoden hinger pé att elev-
erna deltar aktivt i tankeleken — det dr deras
reaktioner som for aktiviteterna framét, vil-
ket nista episod verkligen visar.
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Varfor forenkla
nar vi kan forkrangla?

Vid en lektion i samband med rationella ut-
tryck i kurs C introducerade jag foljande
uppgift:

- Kan ni férenkla denna monsteruppgift?

(22+32%) (2422 +162—3962) (62+322+3) (T—142+4722) (6524522 )7
(222—18)(522—5)(72+91)(62°—62) (12122 —81)

Klassen fnissade. Vissa tyckte det blev en
sport att férséka knicka den. Men si hérde
jag en elev lingst fram till vinster viska och
genast fillde jag ut mina jitteéron:

— Varfor gor vi inte tvirtom, viskade eleven.
- Va? Menar du att vi ska forkrangla?

- Njaaa ..., svarade eleven.

- Sjéalvklart! utbrast jag.

Sen den lektionen har férkrangla varit stan-
dardinslag i min undervisning. Ibland be-
stimmer vi gemensamt vad det vackra ra-
tionella uttrycket ska vara, eller sa far alla
producera ett vackert uttryck som sen liggs
i en hatt och var och en fér dra en lott. Upp-
giften dr sen att producera en "férenkla-
uppgift” eller "visa-att-uppgift” genom att
forkrangla det vackra rationella uttrycket.
Jag minns en elev som kom fram med en
lapp, dir en annan elev slarvigt skrivit ner
ett rationellt uttryck. Eleven frgade mig
om det stod en tvaa eller ett z pa lappen. Vi
tittade pé varandra och insdg samtidigt vil-
ken frihet vi hade - det 4r ju mycket roligare
att férkréngla - dn 1. Tv variabler!
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Mons ,;,mv

Eleverna ska ocksa producera en 16sning pa
sin "forenkla-uppgift”. Ritt snart upptick-
er de att de inte kan férenkla sin egen upp-
gift! Faktorisering dr svart. Alla monster-
uppgifter med 16sningar samlas in och
kopieras och anvinds sen tex vid repetition
infor prov.

Varfor?

Min erfarenhet av att vinda pa resonemang-
en ir att eleverna p4 allvar inser vitsen med
att forkorta och forldnga. De far dven moj-
lighet att vara kreativa. Ett annat sitt ir att
anvinda Jeopardy, vilket jag brukar géra pa
prov, tex i kursB:

Konstruera en uppgift som ger svaret
x1=1,x2=2,x3=3.

Det ger upphov till manga intressanta dis-
kussioner efter provet.

Viljan att forklara

Algebra kan ju for manga te sig som helt
meningslést. Just mening letar manga elev-
er efter. Ett sitt kan vara att tala om mate-
matik som i nista exempel.

[ kursD ingér differentialekvationer som
kan anvindas for att skapa modeller av né-
got verkligt fenomen, tex hur bakterier f6r-




Okar sig. I samband med detta berittar jag
om vad som kan ha bidragit till att utveck-
la matematiken. Minniskan har en beni-
genhet att vilja férklara olika fenomen. Vis-
sa av dem dr verkliga. I samband med det
utvecklas ny matematik for att anvindas for
att tex kunna begripa hur dpplen faller, hur
vider beter sig eller hur man bist skadar en
tumor. Men matematikerna vidareutvecklar
ocksd matematiken utan ndgon forank-
ring i verkligheten. De utvecklar teorier
som svivar uppe bland molnen. Flera hund-
ra &r senare kan det hinda att en teori far
en tillimpning och anvinds fér att beskriva
négot verkligt fenomen. Praktiska problem
kring forhéllandet mellan omkrets och area
ledde exempelvis till att babylonierna ca
1800 fKr loste andragradsekvationer. Ma-
tematikerna fortsatte att fundera kring des-
sa ekvationer, och Cardanos student Ferrari
trotsade pd 1500-talet sin mistare genom
att dven l6sa fjardegradsekvationer. Cardano
skrev i sin bok Ars Magna att

For a position (the first power) refers to a line,
quadratum (the square) to a surface, and
cubum (the cube) to a solid body, it would
be very foolish for us to go beyond this point.
Nature does not permit it.

Men Ferrari, och fler med honom, drevs av
sin vilja att forklara dven overkliga fenomen
och pa vigen uppfanns komplexa tal. Dessa
"fantasital” landade sen i Skdne 1989, i mitt
kni pé Pauliskolan d& jag som sjuttonaring
anvinde dem for att beskriva hur strémmen
beter sig i elektriska kretsar. Fascinerande!
Men matematiken missbrukas litt och
vi minniskor har en benigenhet att ibland
likstdlla den matematiska modellen med
verkligheten och glémma de antaganden
och forutsittningar vi sjilva gett model-
len. Komikerparet Anders & Mans gjorde
en skimtsam undersdkning om glaségonens
storleken vid olika &rtal. De fick d& fram

ndgra punkter i ett koordinatsystem som
de ritade en kurva igenom. Kurvan utvidga-
des 4t vinster och héger och de drog slutsat-
ser i stil med att glasdgonen blir 1 mm stora
2050 medan glaségonen pa 1500-talet kun-
de ticka sundet mellan Malmé och Koépen-
hamn!

Varfor?

Kan man féra sddana hir resonemang med
elever? Ja, min erfarenhet ir att de &r myck-
et intresserade av att ta ett steg tillbaka och
betrakta matematiken frén sidan. Jag vill
som lérare visa bade fascination och distans
till &mnet. Det var matematikens egendom-
liga férmaga att helt plétsligt bli tillimpbar
som fangade mig som matematikstudent,
inte problemlésning som sd ménga ir roade
av. Men problemlésning kommer i nista ar-
tikel dér jag introducerar bambipedagogik
och tvingas redogéra for var i huset mina
barn sover. Jag ska dven férsoka férklara hur
jag fér tid till dessa aktiviteter. Under tiden
kan ni surfa in pd www.anettejahnke.nu dir ni
moter ett annat sitt att gestalta mitt arbete
som matematiklérare.
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