Att se i stallet for att riakna

DAGMAR NEUMAN

En liten flicka i &k 2 fick besvara fragorna: *’Vad ir roligast och vad ar trakigast
i matematik?’’ P& den forsta frdgan svarade hon *’Att det finns plus’’ och pa den
andra delen *’Att det finns minus’’. Detta berdttar Leif Hellstrom (1985) i sin

avhandling.

Dagmar Neuman tar upp hur man ldser aritmetiska uppgifter genom att analy-
sera deras struktur — *’att se i stillet for att rikna’’. D4 spelar riknesitten inte sd
stor roll och sorgen 6ver minus kan elimineras.

Att V’se det sa’’ . . .

Freudenthal (1978) papekar vid upprepade tillfal-
len att barn — pa fragan om hur de 16st problem
— svarar: Ik zie het zo’’ (*’Jag ser det sd’’). Att
kunna ’se det sd’’ 4r en gava, sdger han, som
emellertid tycks avta — eller helt g forlorad —
nagon gang i 11—12-arsdldern.

Wertheimer (Luchins & Luchins, 1970) visar
hur vuxna ménniskor och dven dldre barn ofta
har svart att ’’se det sa’’ ndr han presenterar
problem av typen:

889 + 887
2

(888 + 1)+ (888—1)
2

170+ 175+ 180
3

4-37)/(12/3)

Manga vuxna studenter som fatt dessa uppgifter
loste dem genom att addera — respektive multi-
plicera — och dividera. Da Wertheimer papekade
att det var mojligt att 16sa problemen genom att
analysera deras struktur, ansig en del studenter
att detta skulle ta lingre tid 4n att rdkna ut dem.
Wertheimer forklarade att fragan inte var hur
snabbt de kunde l0sas, utan om man kunde 19sa
dem vettigt (s 5).

Om man kan lésa problem genom att se struk-
turer i dem spelar det ingen roll om de symboler
som finns i uttrycket pekar pa att de skall 15sas
med addition, subtraktion, multiplikation eller
division. Att ’se det s&”’ i stéllet for att rdkna
skulle alltsa kunna eliminera sorgen over att *’det
finns minus’’.
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P Att se’’ 1 stillet for att
rikna over 10-grinsen

Forutsatt att denna typ av struktur finns i de
talkombinationer vi i laroplanen kallar *’addi-
tions- och subtraktionstabellerna’ skulle vi inte
beh6va syssla med tabelltraning och inte heller
behova skilja mellan addition och subtraktion. Vi
skulle istéllet 4gna var tid at att ldra barnen *’se
det s4”’, 1osa problemen pa ett vettigt sitt utifran
uppgiftens struktur.

Att sadana strukturer finns i problem dir 10-
grinsen passeras vet vi. De kan namligen struktu-
reras med hjalp av ett ’del-/helhetsschema’
(Resnick, 1983), dar den ena delen alltid ar 10
eller ett tal multiplicerat med 10 (fig 4 och 35).
Man kan #dven se andra strukturer — t ex struktu-
rer utgidende fran ’’dubblorna’® i sddana pro-
blem. I fig 2—35 har jag forsokt visa olika — men
vettiga — sétt elever anvint och beskrivit for att
losa uppgifterna 12-7=__och 13 -7=__

12 -7

6—1) + 6+1)
Fig 2:

12-7 ar 5darfératt 6+6 4ar 12 . . .
tarbort 1. ..

13-7

......7

(7-1)

7 +

Fig 3:
13 -7 &r 6, darfor att 7+7 ar 14 . . . 1 mind-
re...6...
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Fig 4:
13-74ré6 .. .tarbort 7frantian...3...4
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13-7
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6 + (4 +3)
Fig 5:
Tar bort 3 fran sjuan . . . ochsa 4till . ..
blir 6.
Man ’ser det sa’> — oGgonblickligt och sjalv-

klart. Det kan emellertid vara svart att med ord
pa ett begripligt vis beskriva det man sett.

Generella och icke gene-

rella strukturer

Del-/helhetsschemat, diar 10 gors till en del (fig 4
och 5) ar en generellt tilldimpbar struktur. Den gar
utmirkt att anvdnda dven inom hégre talomra-
den, tex i uppgifterna 42-7=_; 42-35=__
respektive 43 - 7; 43 - 36=__ (fig 6).

(40 + 2)

s 000 sss0e ocesroe

{40 + 3)

“asss0 sV SO esovo A...

Fig. 6

Didremot ar det svart att anvidnda de strukturer
som knyter till *’dubblorna’ f6r sadana uppgif-
ter. Attt ex se 42—7 som 35, darfor att 6 +6=12
ligger inte nira till hands. Strukturer knutna till
»’dubblorna’ gar inte heller att *’se’’ i samtliga
kombinationer inom talomradet 1—20.

Att ’se’’ i stillet for att rik-
na inom talomradet 1—10?

Strukturen med ’’del-/helhetsschemat’ dir ena
delen #r 10 krdaver emellertid — till skillnad fran
strukturer knutna till *’dubblorna’” — att man
blixtsnabbt kan ’’se”’ i stillet for att rdkna dven
inom talomradet 1—10. Ar detta mojligt?

I en tidigare artikel (Namnaren 4/12) har jag
beskrivit hur jag hosten 1982 och 1983 intervjua-
de sammanlagt 105 nyborjare. En avsikt med
dessa intervjuer var att studera hur barn som
dnnu inte undervisats formellt l0ste uppgifter
inom talomradet 1—10. Jag stillde mig fragan:

Kan barn som #dnnu ej undervisats se der sd
och dirfor slippa rdkna? Kan den tendens
Freudenthal pavisat — att barn efter hand
slutar se det s¢ — sammanhinga med att de i
skolan /dr sig att rakna i stdllet for att se?

Att ’se dubblor’’ i talen
1—10

D4 jag borjat studera utskrifterna av intervjuerna
sag jag ganska snart att manga av nybdrjarna
anviande sig av hidrledning fran ’dubblorna’
dven inom talomradet 1—10. Av de 82 eleverna i
de fyra klasser, dir samtliga elever intervjuats,
anvinde drygt 40 % av eleverna vid ett eller flera
tillfallen strukturen i fig 3 (t ex 3+4=7, darfor
att 3+3=6), nastan 30 % strukturen i fig 2 (t ex
3+5=8, darfor att 4+4=28) och drygt 20 %
kunde vixla mellan dessa tva sétt att strukturera
tal inom talomradet 1—10.

Att ’se storsta delen forst”’
i talen 1—10

Det visade sig att nyboérjarna ocksa skapat en idé
med vilken de kunde *’se’’ i stillet f6r att rdkna
problem av typen 2+ __ =9: (’Om du har 2 kr
och vill képa en tidning som kostar 9 kr, hur
manga kr fattas?’’), ett problem dir det 4r svart
att utga fran ’dubblorna’’. 1 fig 6 har jag forsokt
ge en schematisk bild av hur de barn som skapat
idén *’storst — forst>’ sdg kombinationen med 7
och 2 och 9. Idén gick ut pa att om ett tal skulle
delas upp i en stor och en liten del — eller om ett
tal och ett mindre tal skulle adderas — maste den
storsta delen alltid placeras forst inom helhetens
ram. Placeras den sist blir ndmligen forsta ordet
inte ett och man kan dirfor inte — utan att pa
nagot satt rikna de uppridknade orden — avgéra
hur manga de ir. Kombinationen med 7 och 2
och 9 brukar i vara liromedel presenteras med
féljande uttryck:

Fig. 7

T+2=_,2+47=_,74_=9,2+__=9,_+7=9, _+2=9,

(12 345¢6)7..89
-2=7,_-7=2.
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9-2=_,9-7=_,9-_=7,9-__=2



Oavsett vilket av dessa uttryck som lag till grund
for det 1 en verklig hiandelse inbdddade problem
jag bjudit barnen, 19ste de uppgiften pa ett av tva
olika satt: de rdknade antingen upp alla orden
eller enbart orden i den minsta delen.

Att ’rakna alla”’

Det mest elementéra sittet var att rdkna upp alla
orden framét. Jag uppfattade det som om barnen
riaknade upp ’’namnen’’ pé t ex de kronor upp-
giften berittade om. Barnen tycktes forestilla sig
en ny krona fogad till mingden f6r varje
’namn’’ som uttalades da de sa:

1,2,3,4,5,6,7,...8,9

Eftersom sista namnet berattar om antalet, om
alla enheter fran och med den som kallats *’ett”’
finns med i mangden, behovde de inga fingrar for
att veta hur manga det var i den forsta delen. Det
sista ordet didr var ’sju’’ och did madste den
innehalla sju enheter. I den andra delen — dir
forsta ordet inte var ’ett’’, och dir sista ordet
alltsa inte beridttade om antalet — var enheterna
inte fler 4n att barnen kunde Adra hur manga de
var: dtta och nio var tvd enheter. Svaret blev 2, 7
eller 9 beroende pa om uppgiften var 9-7=__
9-2=__eller2+7=__

Att ’’rikna minsta”’

Annu enklare blev beridkningarna, nir barnen
slutat rdkna upp alla ord — ’namn’> — och bara
ridknade upp “'namnen’’ pa enheterna i den mins-
ta delen antingen framat eller bakat:

.8, 9eller9,8 ..

Vare sig de rdknade upp dem framat eller bakat
horde de att det var tvd enheter. P4 samma sétt
hor vi att det ror sig om tva pojkar, vare sig man
berittar om dem som Anders och Kalle eller som
Kalle och Anders.

Om barnen riaknade upp orden framat eller
bakat berodde pa uppgiftens natur. I uppgifter
som kan beskrivas med uttrycket 9 -2=__ eller
2+ __ =9 mdste barnen rakna bakat, eftersom det
inte fanns nagot ord att borja med vid framatrak-
ning. Den stérsta delen, som man skulle kunna
utgé ifran, var ju just den som efterfragades i
uppgifter av denna typ. I uppgifter av typen

9-T7T=__ eller 7+_=9 rdknade de antingen
framat eller bakdt och i uppgifter av typen
7+2=__eller 2+7=__gick det enbart att rikna
framat.

Fingerbilder — romerska
siffror

Ett annat satt pa vilket nyborjarna sdg losningen
pa de problem jag bjudit byggde pd strukturer
som finns inbyggda i vira egna kroppar. Jag sag
att de intervjuade barnen ibland direkt kunde
fdgga upp ett antal fingrar och fragade hur de
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utan att rdkna kunde veta att det t ex var precis
sju fingrar de lagt upp. De svarade da:

For det dr tva mer én fem
eller i nagot fall

For det dr tre mindre dn tio
Barnens ’*fingerbilder’” bestod av ’5-+négot”’,
7’5 ~nagot” eller ’’10 — ndgot’’-strukturer. De
hade en blandad fem- eller tiobas. Strukturen i
barnens fingerbilder liknade strukturen i de ro-
merska siffrorna s& som dessa upptradde i sitt
tidigaste skede, da fyra skrevs IIII och nio skrevs
VIIII. Hela handen uttrycktes dd med V och bada
hinderna med ett rattvdnt och ett upp- och ned-
vant V-tecken, dvs X (jfr Wigforss, 1950). Till-
sammans med barnens ldrare prévade jag att
hjalpa de nyborjare jag foljde i tva ar att dver-
satta’ sina spontant utvecklade fingerbilder till
de ursprungliga romerska siffrorna. Det vénstra
strecket i tecknet V motsvarade de fyra fingrarna
och det hogra tummen.

Om barnen t ex skrev den romerska siffran
nedanfor 9 i uppgifterna2+__ =9eller9-2=__
och ringade in den kidnda delen, uppkom en
syntes av idén “’storst — forst’’ och anvindandet
av fingerbilder uppdelade i tva delar. Den storsta
delen maéste, darfor att symbolen V endast kunde
delas upp i 4+ 1, komma férst om man Sversatte
fingerbilderna till romerska siffror (fig 8). De
romerska siffrornas struktur — liksom strukturen
i fig 7 — kan kombineras med alla de 12 uttryck
en kombination kan beskrivas med. Ménstret i de
romerska siffrorna med sin blandade fem- och
tiobas dr dessutom generellt tillimpbart for i
princip alla kombinationer inom talomradet
1—10, precis som del- och helhetsmonstret med
tiobas (fig 4 och 5) &dr generellt tillimpbart inom
hogre talomraden.
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Strukturer for alla kombinationer inom talomra-
det 1—10 — utom komb. med 3,2,5 och 3,3,6 —
gick att se i denna typ av romerska siffror, Aven i
kombinationerna 4,3,7, 4,2,6 och 4,1,5 gick de
att anvinda, eftersom tummen kunde ’’avskil-
jas”’ fran det streck som betydde 4 (Fig 8).

Sviarare att anvinda finger-
bilder an romerska siffror

De romerska siffrorna har den fordelen framfor
barnens naturligt anvidnda fingerbilder att den
storsta delen maste komma forst. Om barnen
anvinder fingerbilderna kan de placera den mins-
ta delen forst. Det dr da inte mojligt for dem att
finna en bekant struktur i den okidnda storre
delen. D& t ex uppgiften 2+ __ =9 struktureras sa
som i fig 9, uppkommer strukturen 3+ 4 i stillet
for den for barnen vilkinda: *’hel hand plus tva®’
(VID).

9
II 111 1111
2 + (3+4)
Fig. 9
2 + (3+4)

Roligast!
Att ’det finns minus”’

Fingerbilderna anvindes som tankestrukturer re-
dan hos en del av de vid skolstarten intervjuade
nybdrjarna. De 16ste manga problem omedelbart.
Niklas svarar t ex omedelbart ’Nio’’ pid min
fraga: "Hur méanga pennor har du om du frén
borjan har 4 i din bidnk och sedan far 5 till av
mig?’’ Han sédger att han "’tankt med sina héin-
der’’ och nir jag fragar: *’Hur?’’ haller han upp
sina tvd hiander med den ena handens tumme
invikt. Det dr alltsd hir inte fraga om att rdkna
upp ett ord i taget och lagga upp ett finger for
varje ord, som man gor nidr man ’riknar pa
fingrarna’’. Niklas anviander inga rdkneord. Han
ser”’ fingerbilden for talet nio som en helhet
uppdelad i tva delar: fem och fyra — dock utan
att over huvud taget kasta en blick pa sina fing-
rar. P4 samma sitt “’tanker han ut med sina
hinder’’ att om han har tva kronor och vill képa
en tidning foér nio kronor saknas 7 kronor. Han
visar efterdt hur han tankt genom att aterigen

halla upp sina tva hiander med ena handens tum-
me invikt och sdger: ’Dom tva gar dver hit”’,
varvid han flyttar 6ver hdgerhandens pekfinger
och langfinger till vénster hand. Men han kan
inte med ord forklara hur han kommit underfund
med svaret. Han maste visa med sina hinder att
>’han sett det sd’’ (jfr Neuman 1984 och 1986).

Operationerna med de romerska siffrorna
overgick efter hand till att bli inre operationer —
tankehandlingar — &dven hos de nyborjare vi
undervisade. Dessa inre operationer med talen
1—10 kunde sedan anvidndas for att strukturera
storre tal si som visas i fig 2—6. Filtet lag
darefter fritt for vidare utveckling av raknefar-
digheter — riaknefirdigheter som dock inte krév-
de nagon rakning.

Utvecklar man sin formaga att *’se’’ i stéllet
for att ldra sig att rikna eller att plugga tabeller
4r det talet och dess delar man intresserar sig for.
Om delarna satts samman eller tas isir dr av
underordnad betydelse. Upplevelsen av detta
samband mellan addition och subtraktion ledde
till att vara elever ansdg att minus var det *’roli-
gaste som fanns’’ — dven om plus var nistan lika
roligt.

Man nar dock — som jag starkt betonat i min
tidigare artikel i Ndmnaren 4/12 (s 35) — oavsett
inldrningsmetod ingen framgang i sina forsok att
hjdlpa barn utveckla aritmetiska fardigheter, om
man inte forst hjdlpt dem forstd uppgifternas
innebord och vad rdkneorden betyder.
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