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Robusta och mjuka konstruktioner i dynamisk geometri

Det &r inte ovanligt att elever tilldmpar en sats utan att undersdka om villkoren for satsen galler.
En arbetsmetod for att gora eleverna medvetna om att undersoka forutsattningarna innan de
tilldmpar en sats ar att undervisa med fokus pa att véxla mellan det som kallas robusta och mjuka

konstruktioner i dynamisk geometri.

m A sd B ir en mycket kort beskriv-
Oning av vad en matematisk sats kan

vara. Nigot lingre kan vi beskriva det
som att satsens byggstenar ir en forutsittning
A, ett pastiende B och ett resonemang som
leder fran A till B. Om resonemanget iir strikt
matematiskt och dven fullstindigt kallar vi det
for ett bevis.

A resonemang B
® >@

pastaende

forutsattning

Att fora och folja matematiska resonemang
finns med i nuvarande liroplaner i kunskaps-
malen fran ik 3 till och med gymnasiet. Om vi
kontrasterar undervisning idag mot for ganska
linge sedan, sd kunde det forr vara en betoning
pé resonemang i form av att lira sig bevis av ett
flertal satser utantill, utan tanke pa satsernas
praktiska tillimpning. Detta kunde leda till
att eleverna dels inte tinkte pa nir pastiendet
behovdes och delskanske inom kort glomde det
resonemang som de hade lirt sig utantill. Sedan
néigra liroplaner tillbaka betonas matematik
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som ett praktiskt verktyg och i ett sdidant resul-
tatorienterat ssmmanhang fér problemldsning
ir det inte helt ovanligt att eleverna fokuserar
en sats pastiende utan att undersdka om sat-
sens forutsittningar dr uppfyllda, exempelvis
genom att tillimpa Pythagoras sats pd en tri-
angel som inte dr vinkelrit. For att tydligare
knyta ihop satsers forutsittningar och pasté-
enden i undervisningen foreslar Lulu Healy
att lirare kan planera undervisningen s att
eleverna far arbeta med vad hon kallar robusta
och mjuka konstruktioner i dynamisk geo-
metri. Colette Laborde, som iir en av pionji-
rerna i dynamisk geometri, preciserade dessa
begrepp till att i en robust konstruktion beva-
rar den geometriska konstruktionen sina egen-
skaper men inte i den mjuka konstruktionen.

Syftet med den robusta konstruktionen ir
att verifiera en egenskap medan syftet med den
mjuka konstruktionen ir att med hjilp av vari-
ation synliggora en viss egenskap i konstruktio-
nen. Laborde hinvisar till bide egna och andras
studier om detta sitt att i undervisning med
dynamisk geometri vixla mellan robusta och
mjuka konstruktioner for att stodja eleverna i




att befista vilka forutsittningar som krivs {or
att pastdendet i en sats ska vara giltigt.

Allen Leung konstaterade att detta sitt att
arbeta ger eleverna tillfillen att uppleva det
som variationsteorin kallar kontrast, separation
och generalisering och gor eleverna uppmirk-
samma pa att ta hinsyn till vilka forutsitt-
ningar som giller {6r en bestimd sats.

Dirfor kan variationsteori anvindas som
stod for att utveckla hur sidana laboratio-
ner i dynamisk geometri kan se ut, exempel-
vis genom learning study. Jag demonstrerar hiir
hur en robust respektive mjuk konstruktion
kan se ut for fallet Thales sats, som ir ett speci-
alfall av randvinkelsatsen, dir A och B ligger pa
en diameter.

Att konstruera en ratvinklig triangel
Thales sats sdger att om en sida i en triangel
ligger langs en cirkels diameter, och om det
tredje hornet ocksa ligger pa cirkeln, sa ar
vinkeln vid det tredje hornet en rat vinkel.

Vi borjar med att ta en noggrann titt pa férut-
sittningarna och pastidendet i Thales sats:

o Forutsittning 1ir att alla tre punkterna A,
Boch P ligger pa en cirkel.

o Forutsittning 2 dr att basvinklarna A och B
ligger pa en diameter.

o Pastdendet ir att periferivinkeln vid
punkten P forblir riit niir P flyttas lings
cirkeln.

Vihar enrobust konstruktion om forutsittning
1och 2 dr uppfyllda och vi endast kan flytta P,

En mjuk konstruktion fir vi genom att
slippa pa nigon egenskap i forutsittningarna.
Vi far en mjuk konstruktion avseende A i for-
utsittning 1 om vi tilliter A att glida lings cir-
keln och stiller oss minst en av fragorna: Ndr
dr P trubbig? Nar dr P rit? och Nir dr P spet-
sig? Vi fir en mjuk konstruktion (avseende P)
om vi tilldter P i forutsittning 2 att rora sig var
som helstiplanet och stiiller oss minst en av fra-
gorna: Vari planet dr P trubbig/rit/spetsig?

For att markera var dessa punkter ligger ir
det limpligt att anvinda verktyget "spar pd”,
som du i Geogebra nir genom att hogerklicka
pa punkten P. Andra program for dynamisk
geometri har liknande funktioner. En not om
pastaendets formulering dr att om vi arbetar
Pa papper si siger vi nog att P ir riit for varje
punkt P pa cirkeln, alltsd varje enskilt fall,
medan i dynamisk geometri siiger vi nog niir P
flyttaseller glider lings cirkeln, dvs hir betonas
kontinuiteten.

Joran Petersson
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P4 nasta sida finns forslag pa uppgifter
som elever kan undersdéka med hjalp av
Geogebra. P4 Namnaren pa natet finns
nedladdningsbara Geogebra-filer till detta
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Robusta och mjuka konstruktioner
Exempel pd undersokande uppgifter

Hir f6ljer ndgra forslag pd dvningar for att undersdka robusta och mjuka konstruktioner i nigot
program f6r dynamisk geometri. Hir ir figurerna ritade i Geogebra, som finns pa geogebra.org
bade som online-version och som program att installera pa sin egen dator. Med sokfrasen "robust
and soft construction” gir det att hitta fler pa internet. Det gir ocks4 att hitta pi egna konstruk-
tioner och inspiration finns bland annat i boken The art of problem posing av Stephen Brown och
Marion Walter, som ir utmirkt lisning i konsten att stiilla frigor av typen "vad hinder om inte...”.

o Pythagoras sats som mjuk konstruktion avseende vinkeln
vid C: Nir ir arean ¢? mindre in (alternativt: storre in, lika
med) arean a?+b?? (For att variera en sak i taget, 1at giirna
konstruktionen vara robust avseende lingden pa a genom att B
lita Brora sig lings en cirkel med medelpunkt C och radie a).

o Formulera en fsrmodan: Om du skulle géra motsvarande b
experiment for en annan triangel, for vilka vinklar C tror du att A c
arean ¢ ir mindre in (storre, lika med) arean a? + b?? Formulera
iord, formel eller rita en skiss.

o Pythagoras sats som robust konstruktion avseende vinkeln vid
C: Lat C varariit. Jimfor arean ¢? med arean a? + b2,

© Randvinkelsatsen som mjuk konstruktion avseende vinkeln vid C:
Vinkeln vid punkten C ska vara hogst hilften s stor som vinkel
vid A. Anvind "spara pa” fér punkten C och undersdk var i planet
detta giller. Cag°

¢ Formulera en formodan: Om du skulle géra motsvarande
experiment for en annan fyrhérning ABCD, var i planet tror du att A
vinkeln vid C ir hogst halva vinkeln vid A (£ C< £ A/2)?
Formulera i ord eller rita en skiss.

o I'motsvarande robusta konstruktion ir A medelpunkteni en cirkel
och punkterna B, C och D ligger pé periferin.

© En mediansats som mjuk konstruktion avseende att punkterna E
och Finte sammanfaller: Lit CD vara en medianlinje for triangeln.
Vilj en punkt E pd medianen CD och konstruera linjen g genom
E sd att den dr parallell med AC. Vilj en punkt F pd medianen CD
och konstruera linjen h genom F s att den ir parallell med BC. Lat
linjen h vara parallell med CB och linjen g parallell med AC. Flytta
E och F lings CD. Nir ir kvoten GD/DH >1?

o Viljen punkt E pd medianen CD och konstruera linjen g genom
E sd att den dr parallell med AC. Viilj en punkt F pd medianen CD
och konstruera linjen h genom F sd att den ir parallell med BC.

o I'motsvarande robusta konstruktion ssmmanfaller punkterna E

och F.
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