Vad ar diskret matematik?

Det finns exempel pd delmoment | diskret matematik som
passar bra pd mellanstadiet, sdger universitetsmatematiker. |
dag finns exempel med litet hdr och var i skolans kursplaner och
mer systematiska studier foreslds i t ex Standards (se s 17). Hér
belyses omrddet av hogskolelektor Thomas Weibull, som bl a
arbetar i lararutbildningen vid Goteborgs universitet.

Allmiint om diskret matematik

Namnet pa denna gren av matemati-
ken brukar ge upphov till en del gan-
ska uppenbara lustigheter, men har
naturligtvis ingenting att géra med att
dess utovare skulle vara mindre bur-
dusa dn andra, utan dr avsett att gora
skillnad mot matematik som sysslar
med kontinuerliga variabler och
gransprocesser som derivata och in-
tegral. P4 engelska stavas for ovrigt
ordet diskret olika i de tva betydelser-
na — Discrete Mathematics, a dis-
creet person. Diskreta variabler har
forstas studerats forr. Algebra och
talteori 4r klassiska omraden. Beteck-
ningen diskret matematik ir dock av
relativt sent datum och avser snarast
datorrelaterad matematik, dels saddan
matematik som lampar sig fo6r dator-
behandling, dels siddan matematik
med vilken man kan beskriva vad
datorer kan gora.

Typiska omraden i diskret matema-
tik dr logik, boolesk algebra, kon-
struktion och analys av algoritmer,
rekursiva talféljder, kombinatorik,
grafteori, algebraiska strukturer,
grammatiker (formella sprak), (ab-
strakta) maskiner med #ndligt manga
tillstand (finite state machines).
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Att dmnet blivit etablerat pa uni-
versiteten kan bl a ses pa den strida
strommen av amerikanska larobécker
som snart kan mita sig med Calculus-
floden, och nu framhalles det i
NCTM:s STANDARDS, som ett av
de omraden som bor betonas starka-
re. I en tidigare artikel i Namnaren,
15/2, sid 71—74, har Torgny Domar
berittat om grafteori, som kanske &r
den del av den diskreta matematiken
som ldttast later sig introduceras i
skolan. Allmént 4r dock omradet
tacksamt for problemldsning da det
ger utrymme for fantasi och uppfin-
ningsrikedom utan stora krav pa for-
kunskaper. Jag vill hdr ge nagra ex-
empel.

Induktion

Den kanske mest nirliggande diskreta
strukturen dr de positiva heltalen. En
grundliggande metod att bevisa att
ett visst pastaende galler for alla posi-
tiva heltal n 4r induktion, som bestar
av tva steg:

I. Pastaendet verifieras for n=1.

II. Man visar att om pastaendet gal-
ler for ett visst heltal n sa giller
det dven for nista heltal (n+ 1).



Att detta ger pastadendets sanning for
alla positiva heltal n» garanteras nu av
induktionsaxiomet som vi accepterar
som en grundliggande sanning om
heltalen; intuitivt ser man att I ger oss
startpunkten och II fér oss vidare
fran en redan uppnadd punkt till nis-
ta punkt, som i sin tur blir utgangs-
punkt for nésta steg osv. Vi tar ett
exempel:

Kanske har man observerat att

1=12
1+3=4=22
1+3+5=9=32

eller ritat figurer som

och darfor fatt anledning att tro pa
att summan av de n forsta udda talen
dr lika med n?, men att detta stimmer
i de forsta tre fallen dr ju knappast
tillrdacklig grund for att hdvda att

1+3+5+...4999=5002.

I varje konkret fall kan man forstas
(lata en dator) rdkna ut bada leden
men det ger inte mycket hjialp nir det
géller det allmdnna pastdendet.

Lat oss darfor gora ett ordentligt
bevis.

De n forsta udda talen ar

1=2-1-1,
3=2+2-1,
5=2-3-1,
2en-1,
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sd vart pastadende &r att
1+3+45+...+2n-1)=n?
for alla positiva heltal n.
I. Vihar redan sett att pastaendet dr
sant for n=1.

Vi antar nu att pastaendet dr sant
for ett visst virde pa n, dvs att

II.

1+3+4+5+...+Cn-1D=n2

for detta n.

Det giller nu att visa att pastaendet i
sa fall 4r sant med # ersatt av (n+ 1),
dvs att

14345+, .. +@n-1)+@2n+1)
=(n+1)%.

Men enligt vart antagande &dr detta
ekvivalent med att:

n+Q2n+1)=(n+1)?

vilket ju dr en vilkind identitet, sa
pastaendet galler for (n+ 1).

I och II ger nu att pastadendet giller
for alla positiva heltal #.

I vart exempel finns andra bevisme-
toder, t ex formeln fér en aritmetisk
summa, men det dr vidl tydligt att
induktion dr en kraftfull metod och
jag minns vilken gliddje det var nir
jag forsta gingen motte den som
gymnasist i Polyas ’How to Solve
it”’.

Induktion kraver variabelvana och
ar kanske ingenting f6r grundskolan,
men sjidlva principen att behandla ett
nytt fall med hjidlp av ett tidigare
avklarat ar viardefull i all problemlés-
ning. Lat mig illustrera med en geo-
metrisk uppgift, som for 6vrigt kan
goras som ett konkret laggspel:

Tag ett ’schackbrade’ av storlek
2%x2,4%x4,8x8,16x16. ..



Du har till ditt forfogande L-for-
made bitar bestdende av tre rutor av
samma storlek som pa schackbridet.
Lat nu ndgon peka ut en av rutorna
pa briddet. Din uppgift ir att ligga ut
L-bitarna sa att de precis tdcker alla
de andra rutorna.

Losning: Dela bradet p4 mitten i bida
riktningarna. Detta ger fyra briaden
av ndarmast mindre storlek. Den for-
bjudna rutan ligger i ett av dem, sa
om vi vet hur problemet skall l6sas
for den mindre storleken kan vi nu
tacka den fjardedelen med L-bitar.
Aterstar de tre andra fjirdedelarna,
som bildar ett stort L. P4 dem ir ju
ingen ruta sparrad sa vad gor vi? Jo:
lagg en L-bit med sitt inre horn i det
stora L:ets inre horn, med andra ord i
det stora bradets mittpunkt. Detta tar
en ruta fran var och en av de tre
fjardedelarna och resten av dessa kan
nu tickas om vi har en losning for
den storleken. Har vi det inte, uppre-
par vi samma halveringsprocedur tills
vi kommer ner till delar av storleken
2x2. 1 var och en av dessa dr en ruta
redan upptagen, antingen genom att
det ar den forbjudna rutan eller ge-
nom att vi lagt en L-bit diar. Men ett
2x 2-briade med en ruta borta ir ju
just ett L, sa nu kan vi utan vidare
lagga ut resten av L-bitarna.
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Det ér virt att ldgga maérke till att
induktionssteget i detta exempel, till
skillnad fran det foregdende, ingalun-
da ir automatiskt, den avgdrande
konstruktionen — placeringen av den
forsta L-biten — maste problemldsa-
ren sjialv bidra med. Detta dr forstas
alltid fallet i bevis som inte bara dr
verifikationer.

Kombinatorik

Nagot forenklat kan kombinatorik
sdgas handla om att berdkna pa hur
manga sdtt en viss hindelse kan in-
traffa. T ex hur manga Lotto-rader
finns det? Det giller hir att vélja 7 tal
av 35. Det forsta talet kan véljas pa
35 sdtt, det andra pa 34 sitt, det
tredje pad 33 siatt osv. Totalt
35+34+33°32+3130°29 sitt att
vilja 7 tal bland 35 i en viss ordning.
Emellertid spelar det ingen roll i vil-
ken ordning man valt de 7 talen och vi
mdaste ddrfor dividera med de
7+6°5+4+3+2+1 sitt pa vilka man
kan ordna 7 tal. Alltsd dr antalet

35+34+33+32+31+3029 _
746+5+4+32-1
=34+11+4+31-5-29=6 724 520

Exemplet illustrerar rultiplikations-
principen: antalet sitt att utféra en
viss procedur dr produkten av antalet
satt att utfoéra de olika stegen i proce-
duren, forutsatt att dessa antal ar
oberoende av vilka val som gjorts i
tidigare steg. Att en allmén insikt om
att det nidra nog finns en Lottorad per
svensk medborgare skulle leda till ett
minskat spelande dr nog for mycket
att hoppas pa nér kvillstidningarna
kan ha bilagor didr man pa fullt allvar
(7) diskuterar chanserna foér de olika
talen i veckans omgang.



En annan grundldggande princip ar
Dirichlets lddprincip som 1 all sin en-
kelhet sdger att om man skall liagga
foremal i lddor och har fler féremal
dn lador sa maste minst en lada fa
mer 4n ett foremal. Mera allmént: om
antalet foremal dr mer dn dubbelt sa
stort som antalet lador maste nigon
ldda innehélla minst tre féremal osv.

En vilkidnd tillaimpning 4r proble-
met med bruna och svarta strumpor.
Det rédcker med tre strumpor for att
vara sidker pa att fA tvd av samma
farg. Eller, som i introduktionspro-
grammet till TV:s serie om fortbild-
ning i matematik: Om man har hand-
skar i tre farger ricker det att ta fyra
stycken for att fa tva i samma farg.
Anda sedan dess har jag undrat vad
programledaren tdnkt sig att man
skulle ha fér nytta av tva svarta vins-
terhandskar. Jag kan inte padminna
mig att det sades att man hade precis
tre par handskar — i sa fall giller ju
att de tva likfirgade handskarna gar
till var sin hand, och fyra 4r dven
minimiantalet for att sdkerstélla att
man far minst en vidnster- och en
hogerhandske.

Hir foljer en nagot djupare till-
lampning av ladprincipen. I varje sall-
skap om sex personer finns tre som
alla traffats forr eller tre av vilka
ingen triffat nagon av de andra férut.
For att visa detta, lat A vara en av de
sex personerna. De Ovriga fem for-
delar vi pa tva ’lador’’: de som tréif-
fat A forut och de som inte gjort det.
Nagon av dessa lador innehdller minst
tre personer, lat sdga den forsta. Om
tvad av dessa triaffats forut, utgér de
tillsammans med A en sddan grupp
som vi soker. Annars har inga av de
tre traffats forr och vi har ater funnit
vad vi sokte. Om istdllet minst tre
personer inte traffat A forut tildmpar
vi det analoga resonemanget pa dem.
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Det kan tyckas som om argumentet
bara anvinder sig av fyra personer, A
och de tre dvriga. Det dr emellertid
ganska litt att se att om man bara har
fem personer fran boérjan s behdver
det inte finnas ndgon homogen grupp
om tre som ovan.

Det enklaste sattet att behandla
detta problem &dr nog grafiskt. Om
man forbinder sex punkter med streck
som dr antingen roéda eller bld far
man alltid minst en enfidrgad triangel,
medan daremot fem punkter kan for-
bindas med streck av tva fiarger utan
att en enfiargad triangel uppstar. Den-
na formulering av problemet har den
fordelen att det blir naturligt att rita
figurer for att understédja tinkandet
— prova sjalv.

Lat mig sluta med att ndmna en
»riktigt nyttig’’ 6vning ur Applied
Combinatorics av Alan Tucker (2nd
ed, Wiley, New York 1984) med vil-
ken man t ex kan na det villovliga
syftet att imponera péd sina barn. I
leksaksaffirer finner man tankendéten
Instant Insanity. Den bestar av fyra
kuber dar varje sida har en av fyra
fiarger, och det giller att bygga en
stapel av kuberna sa att var och en av
stapelns fyra sidor innehaller alla fyra
fargerna. Den som bara leker med
kuberna pa mafa finner snart att upp-
giften inte dr lidtt, men med den graf-
teoretiska modell som presenteras i
boken kan man lésa den pd nigra
minuter.

Den som vill veta mer om diskret
matematik kan studera nagon av de
bocker som Torgny Domar ndmnde i
sin artikel eller Kenneth H Rosen:
Discrete Mathematics and Its Appli-
cations, Random House, New York,
1988, som ir den ldrobok som for
ndrvarande anvidnds vid Goteborgs
universitet.



