PESACH LAKSMAN

Geometri med snore

Vilket samband rader mellan omkrets och area for de enkla
geometriska formerna triangel och rektangel? Vi far har ta del av ett
satt att arbeta sig fram till vissa resultat med en laborativ metod.

ir 13-3riga elever far fragan vad area
Nbetyder ger de mestadels svar som

antyder hur man tar reda pd arean
av vissa geometriska figurer. Istillet for
att forklara begreppets innebord beskriver
eleverna en procedur. Det vanligaste svaret
lyder "lingden ginger bredden” - en tydlig
koppling av areabegreppet till rektanglar.
Att sd ar fallet 4r kanske inte s& férvdnan-
de med tanke pé att man férsoker omforma
andra figurer till rektanglar nir man be-
riaknar dess areor, och detta 4r dven vanligt
i larobdcker. Andé kan det inte vara dnda-
mélsenligt att bygga ett begrepp genom att
mita och rikna. Kan man diremot 8 elev-
erna att uppleva begreppet och utveckla in-
tuitiv forstaelse blir de mer fértrogna med
det de lir sig.

Lek med en triangel

Lat dina elever téinka sig var sin triangel,
vilken som helst. Be en elev avsl&ja sidor-
nas lingder i sin triangel. Be eleverna att be-
halla omkretsen men 4ndra sidorna si att
varje triangel fir maximal yta. Den évning-
en upplevs som svér. Du fér antagligen olika
svar, med 18g grad av 6vertygelse — om det
6verhuvudtaget kommer négra. D3 kan det
vara dags att tillgripa ett hjilpmedel i form
av ett snére vars dndar d4r sammanknutna.
Lat eleverna arbeta i grupper om tvé eller
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tre och be dem forma en triangel av snoret.
Nir de flyttar de tre punkterna ser de en dy-
namisk triangel vars area éndrar sig medan
omkretsen férblir konstant.

Nu kan du vinta dig svar frn samtliga grup-
per med hég grad av 6vertygelse. Mest san-
nolikt r att de kommer att svara att sidorna
i den storsta triangeln méste vara lika 18nga.
Ibland kan det hinda att ndgon grupp vill
ha en likbent, ratvinklig triangel som den
storsta. Sddant lage dr guld virt. Hir finns
tillfalle till intuitiva resonemang.




Vi startar med den ritvinkliga, likbenta tri-
angeln och héller tva hérn fixerade av vilka
det ena ligger vid den rita vinkeln medan
det tredje hornet far dndra sitt lige.

Hornet foljer en elliptisk bana och nir det
nirmar sig linjen pé vilken den motstéende
sidan ligger blir arean ganska liten. Arean
blir stérre ju lingre hérnet avligsnar sig
frdn den ndmnda linjen. D3 brukar eleverna
kinna pa sig att maximum intréffar nir den
rorliga punkten befinner sig lika ldngt fran
de bada fixerade hérnen. En triangel med
en fixerad sida far alltsd storst area nir de
bada andra sidorna #r lika 18nga: en likbent
triangel. Stérst area blir det om ingen sida
ar fixerad dvs nir en triangel kan betraktas
som likbent i férhéllande till samtliga sina
sidor: triangeln &r liksidig.

Regelbundna polygoner

Triangelévningen kan anvindas till andra
polygoner. Lt eleverna med hjilp av samma
snore forsdka skapa figurer som ir stérre dn
den liksidiga triangeln. Hir kommer du an-
tagligen att se en variation av figurer fran
kvadrat till cirkel. Att kvadraten har den
storsta arean av samtliga fyrhérningar med
samma omkrets gar det att se pd samma siitt
som nir det géllde trianglar. I en fyrhérning
med tre hérn fixerade far man storst area
nir det fjirde hornet befinner sig lika langt
fran sina grannhérn. Betraktar vi romber ser
vi l4tt att kvadraten blir den storsta av dem.

Nu finns det vissa likheter mellan liksidig
triangel och kvadrat, eftersom béda tillhor
kategorin regelbundna figurer. Och om kva-
draten har stdrre area dn den liksidiga tri-
angeln med samma omkrets bér arean 6ka
med tilltagande antal hérn. Okar vi antalet
horn i serien av regelbundna figurer ndrmar
vi oss alltmer en cirkel.

Fér dldre elever finns det tillfille till dju-
pare resonemang om varfor ett dkande an-
tal hérn ger storre area. Lt oss betrakta en
liksidig triangel och en kvadrat med samma
omkrets. I bdda figurerna markeras tyngd-
punkten som férbinds med figurens hérn.

Sedan klipps bada figurerna fran sina hérn
mot tyngdpunkterna och vecklas ut s att vi
far tre respektive fyra kongruenta trianglar
liggande pé en linje. Bdda triangelkomplex-
en har samma bas men olika héjder.

Om man klipper de enskilda trianglar-
na lings deras hojder gar det att omforma
bada komplexen till rektanglar med samma
bas men med olika hojder. D3 ser man att ju
lingre avstdnd mellan tyngdpunkten och en
sidas mittpunkt desto stérre dr arean.

L1~

Fantasieggande rektanglar

Skolbocker dr overfulla av uppgifter dar
eleverna ska berikna area. And3 visar sig
forstdelsen av areabegreppet vara svag.
Bdckernas exempel kan med férdel bytas ut
mot elevernas egna. Lt varje elev tinka pa
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en rektangel. Be eleverna att med utgdngs-
punkt i denna rektangel skapa en som har
dubbelt si stor area. Lat dina elever avsloja
vilka rektanglar de har resonerat kring. Har
far du uppleva tva olika taktiker att komma
fram till de dubbla rektanglarna. En del elev-
er kommer antagligen att férdubbla den be-
riknade arean av sin ursprungliga rektangel
och direfter dela upp den i tva faktorer. De
som ir "latare” tinker istillet tva ursprung-
liga rektanglar stillda bredvid varandra an-
tingen langs bredden eller lings deras ldngd.
Sadana strategier dr viktiga att uppmuntra
och kan &skadliggéras med tvd A4-ark pla-
cerade pa de bada sitten bredvid varandra.
Utifrdn det kan nista friga bli: vad hinder
med omkretsen nir arean fordubblas? Niar
man utgér fran de "latas” 16sningar kan man
fraga vilken av dessa som har lingre om-
krets och ser att det gir att avgdra utan att
berikningar behover goras.

Lat dina elever utgd fran den forsta rek-
tangeln de tog fram och forsoka skapa en
med dubbelt s3 stor omkrets. Aterigen far
du se strategier som bygger antingen pa be-
rikning eller pa férdubbling av sidorna. Vad
hinder med arean av en rektangel nir sidor-
na dr férdubblade? Hur skapar vi fler rek-
tanglar med samma omkrets? Vad hinder
med deras areor?

Bada kraven samtidigt

Nu borjar det bli dags fér en nagot storre ut-
maning. Kan man till varje rektangel skapa
en rektangel dir bdde area och omkrets ar
dubbelt s& stora som i den ursprungliga?
Att avgdra den frigan visar sig vara ganska
svart. Oftast f&r man inget svar och om man
fragar vad eleverna tror far man olika svar
med Svervikt mot det negativa. Det hin-
der ibland att ndgon hittar ndgot exempel
d& det gar. Om s inte sker kan man foresla
att man startar med rektangeln 3x4. Hir
giller det att hitta en rektangel med halva
omkretsen pd 14 le och arean pé 24 ae, tva
tal vars summa ar 14 och produkt ir 24. Det
ar 1att att inse att 212 passar. Betyder det
da att det alltid 4r mgjligt om ett exempel
har hittats? Knappast. Aven om vi hade hit-
tat ménga exempel ger inte detta nigon si-
kerhet. Problemet maste angripas pa ett an-
norlunda sitt. Vi tar dterigen hjilp av vart

snore. Detta viks dubbelt och formas till en
godtycklig rektangel.

Nir vi viker ut snéret igen far vi en figur
med dubbelt s stor omkrets oberoende av
figurens form. Vi formar en rektangel som
ir likformig med den som var tillverkad av
det dubbelvikta snoret. Arean av den stora
rektangeln dr fyrdubbel.

Nu kommer hela finessen. Man 4ndrar rek-
tangelns form till att bli mer avldng med bi-
behallandet av dess omkrets. P8 det sittet
kan vi f& en rektangel med en area som lig-
ger godtyckligt néra noll. Vi kan konstatera
att den ovan beskrivna proceduren ger kon-
tinuerliga virden och vi maste ha passerat
samtliga virden mellan fyra och noll, det
vill siga att vi nigon gang pa vigen maste ha
haft den dubbla arean.
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Sidornas langder

Av exemplet ovan ser vi att reflexmissig
berikning ménga ganger gor oss blinda for
enkla och pé samma géng generella 16sning-
ar. Samtidigt kan man férvinta sig att in-
tresset stiger for att kunna hitta speciella
16sningar till varje fall. Vi vet ju att detta all-
tid dr méijligt. Vi méste helt enkelt veta nir
det dr dags att avbryta sammandragningen
av snoret. Problemet kan med fordel 16sas
algebraiskt dir den lilla rektangelns sidor
kallas a och b. Till att borja med skissar vi
en rektangel med dubbelt s& stor omkrets
dér sidorna dr 2a och 2b. Denna ir ju fyra
ganger s stor som den ursprungliga. Den
rektangeln bér avsmalnas till den dubbla
arean dvs vi plockar bort lika mycket frén
bredden som vi ldgger pé lingden. De nya si-
dorna blir (2a 4+ z) och (2b — x) vilket ger
ekvationen (2a + )(2b — z) = 2ab.

Denna ekvation &r inte den allra trev-
ligaste att losa. Vill vi komma lindriga-
re undan kan vi istéllet fér den likformiga
rektangeln starta med den storsta rektang-
eln, nimligen kvadraten. Kvadratens si-
dor dr da (a + b) och ekvationen far formen
((a+0b)+z)((a+b) —z) = 2ab.

Denna kan 16sas med hjilp av konjugat-
regeln: (a + b)? — 2% = 2ab och fir 16sning-
en r = ++/a2 + b2 som ir diagonalen i den
lilla rektangeln efter att vi har férkastat den
negativa roten. Med andra ord far vi ligga
ihop sidorna i den ursprungliga rektangeln
nir vi vill skapa den dubbla. Direfter far vi
lingden genom att ligga till diagonalen och
bredden genom att plocka bort diagonalen.

Problemets omvandning

Kan man alltid g& fran en godtycklig rek-
tangel till en som &r hilften s stor med av-
seende p3 bidde omkrets och area? Forvin-
tar man sig spontana svar blir det nog oftast
ja. Dock far vi inte gldémma att ett pasta-
ende maste kunna prévas. Detta kan ske
genom ndgon form av bevis. Hittar man inte

ett sddant kan man inte ha fullstindig si-
kerhet och bor vara férberedd pa éverrask-
ningar. Nu ska man beakta att om vi hit-
tar ett enda fall d& det dr omoijligt méste vi
svara nej pa fragan ovan. Lat oss starta med
en kvadrat gjord med hjilp av snoret. Vik
snoret dubbelt och bilda en mindre kva-
drat. Denna har hilften s8 1dang omkrets
och ir pd grund av likformighet en fjirde-
del av den ursprungliga arean. Nu giller det
for oss att genom omformning av det dub-
belvikta snéret fa en figur med samma om-
krets men dubbelt s3 stor area som den lilla
kvadratens. Enligt vart tidigare resonemang
ar kvadraten den stérsta fyrhorningen med
given omkrets, vilket gor det omgjligt.

A andrassidan finns det ju rektanglar som
kan forminskas enligt dnskemaélet om vi be-
tianker rektangeln 2x 12. Denna férminskas
till 3x 4. Dir ser man att "avlinga” rektang-
lar kan avbildas enligt 6nskemé&let, men det
gar inte med de mer "kvadratiska”. D3 giller
det att hitta en grins mellan de avbildbara
och icke-avbildbara. Grinsen maste g dir
bilden 4r en kvadrat. Forsoker man hitta en
dubbelt si stor rektangel med avseende pa
bade omkrets och area till en kvadrat med si-
dan 1 visar detsigattdesssidorar1 + 1 + /2
och 1+ 1 — /2. Detta ger att rektanglar dir
forhallandet mellan lingd och bredd ar stor-
re 4n eller lika med (2 + v/2) : (2 — v/2) har

de 6nskade avbildningarna.

Matematikens mangfald

I dessa exempel ser man att matematik ar
som ett smorgdsbord. Den innehaller pro-
blem med manga olika bottnar som bade
passar for nyborjaren och fér den mer erfar-
ne. Dessa problem kan angripas pd ménga
olika sitt och ge upphov till nya fragor och
ny kunskap. Riknandet bér inte ses som ett
huvudmal utan snarare som ett redskap da
tankeprodukten bérjar ta form. Om vi som
lirare fokuserar fér mycket pd att f& ritt
svar pa varje uppgift férblindas vara elever
och de ser inte generaliseringarna.
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