ANNE WaTsoN & Joun Mason

Skillnaden ar tva

I artikeln diskuteras hur man med annorlunda
uppgifter kan uppmuntra och stimulera elever i alla
dldrar till att utforska sitt eget téinkande och att
tillsammans generera nya idéer.

ink dig att du ber dina elever skri-
I va ner tvd tal som har differensen
tva. Vad tror du att de skulle gora?
Naturligtvis beror ditt svar pa vilka elever
du har, hur gamla de 4r, om de ar vana vid
fragor av den hir typen osv. Eller gor det
inte? Du kanske befarar att de ska tycka
att uppgiften ar for enkel, att uppgiften,
vid forsta anblicken, endast verkar limpa
sig for mycket unga elever? Dina elever
kanske forestiller sig tal pa tallinjen och
att man hoppar tva steg fram. De kanske
forestiller sig ett "taltdg” med lingden tvé
som &ker lings ett "tal-
spar” och som kan stanna
pa olika stillen. Var kan
det stanna? Kan det stan-
na mellan tv4 heltal, och
i sa fall, vilka tal skriver
eleven ner? Ar det viktigt
vilket tal som skrivs ner
forst?

Nir vi ldt en grupp ldrarutbildare gora
den hir uppgiften skrev ndgra ner det
minsta talet forst. Kanske tinkte de sig en
forflyttning lings tallinjen. Andra borjade
med det storsta talet, kanske tinkte de sig
subtraktion. Skillnaden i utférande kan i
sig leda till frigan huruvida man kan ha
bade positiva och negativa differenser.
Gor nu foljande uppgift sjilv:

Anne Watson och John Mason dr
matematikdidaktiker verksamma
vid University of Oxford
respektive Open University

Skriv ner tvd tal som har differensen tva.

Skriv ner dinnu ett par tal med samma

differens.

Skriv ner ytterligare ett par.

Vi har anvint liknande sekvenser av fra-
gor med maénga olika elevgrupper och kol-
legor, och kommit fram till att i stort sett
alla, oavsett 3lder, forsoker gora sina svar
s svéra eller intressanta som moijligt. Ofta
siager de att det dr trikigt att géra samma
sak tre ginger i f6ljd. Det andra svaret
ar ibland ratt likt det for-
sta, men det tredje avvi-
ker oftast mycket — det
kan innehélla helt andra
typer av tal eller vara
generaliseringar av de tva
forsta.

Den hiruppgiften kan
uppenbarligen sitta igdng olika sitt att
tanka och det leder till manga olika svar i
en grupp elever. Négra viljer sma heltal,
andra ir mer djarva och skriver tal de
tycker ar vildigt stora. Beroende pa tidi-
gare erfarenheter kanske négra vagar sig
pa brak och decimaltal. Finns det négon
som passerar noll, t ex med 1 och (-1),
och anvinder negativa tal? Den hir upp-
giften kan utan tvekan ge liraren en del
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information om hur eleverna tinker, men
vi vill ocksa ga vidare och foresld hur man
kan uppmuntra eleverna att utveckla sina
svar pa uppgifter av den hir typen.

En poing med att anvinda den hir sor-
tens uppgifter ar att forst synliggéra varia-
tionen hos svaren i en viss grupp. Sedan
tittar vi tillsammans p4 alla svar och upp-
muntrar frigor om de olika svaren, hur
olika elever tinkt eller om man inte forstér
(eller tror pa) vissa svar. Upptickten att
andra tinker annorlunda kan 6ppna upp
eller friska upp medvetandet om dimen-
sioner av mojlig variation. En lirare som
nyligen introducerat negativa tal hoppas
sikert att de finns med bland elevernas
svar. Om det inte dyker upp negativa tal
alls kan man genom att ligga p& nagra vill-
kor till uppgiften visa att det finns fler
moijligheter att besvara den. Liraren kan
t ex be eleverna skriva ner tva tal med dif-
ferensen tva som ligger p& en annan del av
tallinjen. Det kan pdminna eleverna om
att tallinjen dr en modell som kan anvin-
das for att hitta fler 16sningar. Svaren kan
upplysa lararen om ifall elevernas tallinjer
har utvidgats till att omfatta de negativa
talen. Skulle det vara nytt for dem kan de
bli motiverade att i fortsittningen tinka
sig tallinjen utvidgad.

Alla som gor uppgiften anvinder inte
tallinjen for att fa fram de forsta svaren.
De kan istillet anvinda andra bilder, kan-
ske av en mingd féremal som riknats
upp, skrivna matematiska symboler eller
geometriska figurer. Tidigare erfarenheter
kan bidra till ndgra dominerande mentala
bilder som de automatiskt refererar till
och som begrinsar vilka svarsmoijligheter

de har.

Skillnad i tillvdgagangssatt
Om en elev forestiller sig en mingd fore-
mal som riknas upp nir frigor om "dif-
ferens” stills, d4 ar dimensionen av moj-
lig variation begrinsad till smd naturliga
tal och riackvidden for elevens svar ror sig
antagligen frdn noll och upp till mellan

tio och trettio. Vi har himtat begreppet
"dimension of variation” frdn (Marton &
Booth, 1997) och (Runesson,1999, 2001).
Till det har vi lagt begreppet "range-of-
permissible-change” for att visa att nir vil
en elev har uppfattat en aspekt hos ett
begrepp som en moijlig dimension av vari-
ation, s kan det finnas olika uppfattning-
ar om hur mycket aspekten kan tillatas att
variera. Till exempel, om en elev kan fore-
stilla sig en tallinje men endast anvinder
heltal, si dr dimensionen av variation tal-
linjen, men rackvidden hos férindringen
ir begrinsad till de hela talen. Samma
dimension av variation kan anvindas av
andra elever men de kan ha utvidgat rack-
vidden till att ocksd omfatta t ex decimal-
tal.

Hir dr nagra svar pd uppgiften som
illustrerar hur olika personer kan besvara
samma frigor. De verkar anvinda samma
dimension av variation men olika rackvidd
hos den tilldtna férindringen. Ett svar sig
ut s& hir.

(790 (6,8) (198, 196)

Den hir personen sa att de tva forsta var
trakiga, valde ett "svarare” tredje par och
uppvisade sikerhetien dimension av varia-
tion. Notera att i det sista paret dr stor-
leksordningen omkastad. Det betyder att
differensen inte ir kopplad till en speciell
riktning och att personen kan vara medve-
ten om den dimensionen av variation.

(6,8) (14,16)  (39,41)

Hir har ndgon "hoppat forbi tio” pa tal-
linjen, kanske medveten om att det dr en
typisk svérighet f6r manga barn.

(57) (28,30) (17,5, 19,5)
(2,653,4,653) (-81/3,-101/3)

I detta exempel har uppgiften utvidgats
till en undersékning av hur manga olika
sorters svar som kan ges. Den hir perso-
nen verkade fullstindigt klar 6ver olika
sorters tal. Hir dr kanske en mer korrekt
beskrivning atthon undersokte rackvidden
hos den tillitna dndringen inom samma
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dimension av variation, niamligen olika
typer av tal. Niar kompetensen och sjilv-
fortroendet vixer kan det som tidigare
sdgs som olika bli integrerat till en och
samma uppfattning.

(17,19) (11,13) (3,5)

Hir underséker ndgon primtalstvillingar,
Genom att kraftigt begrinsa riackvidden
hos foriandringen fokuseras ett ganska
avancerat omride av matematiken.

(401,399) (100, ,,10, ) (2x9,2x8)

Den hir personen borjade med det storsta
talet eftersom det dr sa de skrivs i en sub-
traktion. Sedan fortsatte han med ytterli-
gare svar frin s ménga olika omrdden av
matematiken han kunde. Han gav ocks4
svaret (11, 1) vilket forvinade oss alla
innan han berittade att han tinkte pa en
urtavla och tva klockslag som skiljer sig at
med tv3 timmar, "eller skulle jag ha sagt 1
och 11?”. Han anvinde en multidimensio-
nell rymd av tal-lika objekt eller kontexter
dir tal anvinds pé olika satt. Man kanske
ocksd skulle kunna siga, att han pa
grund av sitt sjalvfortroende och sin erfa-
renhet, undersékte kontexten som den
enda dimensionen av variation. Han la,
med ett leende av igenkinnande, mirke
till att 11 och 1 ocksd fungerar om man
betraktar dem som tal skrivna i bas tva.
Vi menar inte att man kan forvinta sig
sa hir sofistikerade svar fran skolelever,
men den psykoemotionella naturen hos
svaren ir typisk. Eleverna gér den mycket
oppna fragestillningen till nigot som
kinns meningsfullt for dem och som kan
utgdra utgdngspunkt for fortsatta under-
sokningar. Pa det viset kan en till synes ele-
mentir uppgift bli ett omréde fér omfat-
tande matematisk aktivitet. Innehéllsrike-
domen ir pa inget sitt gomd i uppgiften.
Den finns i variationen hos elevernas svar.
Liraren kan antingen utveckla innehéllet
for fortsatta, férdjupande undersskningar
av tal och talomriden, t ex genom att fore-
sl begrinsningar av uppgiften, eller alter-
nativt, ta bort all utmaning genom att

14ta eleverna fortsitta med mer eller min-
dre rutinmissiga 6vningar i att subtrahera
med 2.

Vad menas med olika — vad ar generellt?
Vi mirker ofta att eleverna gor uppgiften
mer komplex for sig sjalva om det efter-
frigas flera exempel, sirskilt om de har
fatt ta del av andra svar och pa det viset bli-
vit medvetna om fler dimensioner av vari-
ation. Trots det brukar vi ibland anvinda
foljande uppgift istillet.

Skriv ner tvd tal som har differensen tvd.
Skriv ner ett liknande par.

Skriv ner ett par som, pd ndgot sdtt,
skiljer sig frin de som du redan anviint.

Den hir uppgiften kan visa vad elever
menar med lika och olika. En elev kan
tycka att anvindning av negativa tal ir till-
rackligt olika for det tredje svaret, medan
en annan kan tycka att det ar tillrickligt
lika for att kunna ges som det andra sva-
ret. Den hir skillnaden ger direkt under-
lag for en diskussion i klassen. Genom en
diskussion om varfor de valde tal pa olika
sitt kan eleverna ges mojlighet att utveck-
la sin forstielse for vad som menas med
ett tal. Man kan g3 vidare genom att friga
eleverna om vilka svar som ir ovanliga,
eller konstiga p& nagot sitt.

Det finns ménga fler sitt att variera
den hir uppgiften, t ex kan liraren skriva
upp tva tal pa tavlan och borja med att
frdga vad som ir lika respektive olika med
de tva talparen, innan eleverna sjilva far
komma med egna exempel. Brown och
Coles (2000) beskriver hur de har anvint
den enkla men mycket effektiva metoden
att etablera frigorna "vad ir lika, vad ir
olika med ...?” som en klassrumsrutin.

Vi antar att de beskrivna resultaten frén
ovningarna, har fatt dig att borja tinka
pad hur man kan generalisera ytterligare.
Det ir inte nagot stort steg for en elev att
komma fram till "Jag kan skriva ner vilket
tal som helst som det forsta talet och sen
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bara liagga till tvd for att fa det andra”.
Detta prealgebraiska pastdende kan enkelt
symboliseras, genom att eleven sjalv viljer
en symbol som representant for "vilket tal
som helst”. Finns det ndgra andra sitt att
komma fram till det andra talet? Ja, vi kan
ju subtrahera med tvé istillet for att adde-
ra, och eleverna kan f4 komma med forslag
pa hur man skulle kunna skriva "vilket tal
som helst” “addera med tvad” och "subtra-
hera med tva”. Vi har fitt en mingd for-
slag pé generaliseringar nir vi bett elever:

Beskriv alla par av tal som har differen-
sen tvd.

Har dr nagra svar:
Talet och talet plus 2
Talet och talet minus 2
[x, x+2]
[a, b] dira-b=2
[a, b]dira-b=2ellerb-a=2

S&dana forsok till generaliseringar kan vara
utgdngspunkt for intressanta diskussioner.
Ar alla mojliga fall inkluderade? Tycker
eleverna att symboliseringen ar menings-
full och uttrycker den vad de vet? Kan x
betyda ett negativt tal eller maste man pa
ndgot sitt markera om det dr negativt tex
genom att skriva ett minustecken fram-
for?

Att variera uppgiften

Den hir uppgiften kanske du inte skulle
tinka dig att ge mer avancerade elever.
Fast om du gjorde det si kanske en friga
om de kan skriva ner tvd komplexa tal
skulle visa om de tolkar differens som
avstidnd, sa att de blir tvungna att tinka
i termer av lingd och absolutbelopp. Var
finns alla komplexa tal med differensen
tva till ett givet tal? Hur kan man hitta alla
vektorer vars differensilingd dr tva till en
given vektor? Vad giller for tva funktio-
ner som har en area p4 tvd emellan sig?

Notera hur uppgiften har forindrats
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lite. Nu tinker vi oss att ett av "talen”
i paret dr fixerat och att vi ska beskriva
mingden av all tainkbara par med utgangs-
punkt i det fixerade. Vi har ocksa beskri-
vit en forflyttning ut frdn den reella tallin-
jen och antytt att talen inte behéver vara
"endimensionella”. Under vissa omstandig-
heter kan vektorer och funktioner upptra-
da som tal. Med andra ord s& foreslar vi
ett antal, for oss, mojliga dimensioner av
variation i uppgiften savil som i hur upp-
giften kan presenteras.

Faktum ar att nir vi gav uppgiften till
ndgra matematikstuderande behévde vi
bara vinta tills dessa mer avancerade fra-
gor borjade stillas. En uppgift som fran
borjan verkade trivial genererade flera
nya insikter i ndgra hittills vaga begrepp.
De studerande, som forsokte skapa exem-
pel med integraler, anvinde ganska enkla
funktioner och férsokte sedan generalisera
samtidigt som de stillde djupgdende fra-
gor kring innebérden av "tv&” i den valda
kontexten. De antydde forsok att konstru-
era en dynamisk bild av arean, mellan de
tvd kurvorna, som alltid skulle ha virdet
tva. Det finns ménga likheter mellan dessa
forsok och de yngre elevernas visualisering
av en fix stracka som "&ker” lings med tal-
linjen.

En annan andring av uppgiften leder
till ytterligare variation.

Differensen dir 1 % . Ett av talen éir 2 % )

Vilka tal kan det andra vara?

Beskriv forhdllandet mellan 1 % 2 %
och de évriga talen?

I den hir versionen ar inte aritmetiken s
oppen, men tolkningen av relationen ir
oppen. Hir ar ndgra beskrivningar

2 % ir medelvirdet av de tvd mojliga
svaren.

2 % ir mittpunkten mellan de tvi
moijliga talen.

Skillnaden mellan de tva moijliga talen
ar 3, vilket dr dubbelt 1 % .

Det dr en symmetri.




Du kan hoppa dt bada hall frdn 2 % )

S& fort jag fick % sag jag direkt att den
andravar 3 & .

Det var bra for att 6va brakrikning.

Jag tinkte pé att pussla "tirtbitar”, jag
sag en bild pa en plansch vi hade i
skolan inuti huvudet.

Ligg mirke till att idén med “tirtbitar”
inte p4 ndgot enkelt sitt hinger ihop med
de 6vriga representationerna. Férsok garna
oversitta “tartrepresentationen” till idén
med mittpunkt eller medelvirde. Natur-
ligtvis kan uppgiften i den hir varianten
vara mindre lamplig om brik inte ir rele-
vant. Vi redovisar 4nda svaren hir {or att
kunna peka pa hur man genom att gemen-
samt titta pa dessa olika beskrivningar kan
gora det moijligt att koppla ihop den gra-
fiska idén om mittpunkt med den aritme-
tiska idén om medelvirde samt den spa-
tiala idén om symmetri.

Olika sitt att visualisera uppgiften kan
gora det moiligt for elever att knyta ihop
dels skilda delar av matematiken och dels
olika representationer av samma matema-
tiska struktur. Uppgiftens utformning sit-
ter elevens eget val i fokus, snarare in att
eleven uppmanas utfora berikningar som
ir mer eller mindre givna. Nir en elev sjilv
konstruerar ett objekt och utfor berikning-
ar med detta, i ett sdkande efter en hel
klass av objekt som uppfyller vissa villkor,
blir berikningarna visserligen utférda, men
fokus ir pd huruvida berikningarna ger for-
vintat resultat eller hur sjilva berikningen
fungerar. Detta forhallningssitt kan stil-
las mot uppgifter pd ett dvningsblad dar
berikningarna redan ir specificerade och
dir eleven endast behover ta fram svaren
utan ndgon djupare avsikt.

Mer avancerade differenser
Med gymnasielirare anvinder vi ofta fol-
jande besliktade uppgift som startpunkt
for diskussion och foér att generera fler
exempel. I sjilva verket kom ”skillnaden

ir tvd”-uppgifterna fram i samband med
att vi forsokte hitta versioner av den fol-
jande uppgiften som skulle kunna anvin-
das med alla elever i skolan, frin de allra
yngsta och igenom alla dldersgrupper.

Vi ténker kalla avstdndet mellan tvd
lésningar till en andragradsekvation for
mellanrotsdistansen.

Vilka andragradsekvationer har mellan-
rotsdistansen tvd?

Vi forsoker formulera uppgiften pd ett
sitt som inte leder till 16sningar med en
speciell metod, t ex grafisk eller algebra-
isk, men vi upplever det som mycket svért.
Sjilva ordvalet i uppgiften antyder ofta ett
speciellt angreppssitt. Ordet "ekvation”
kan fa ménga att direkt borja skriva alge-
braiska uttryck som startpunkt. Anvin-
der man ordet "parabel” kan det leda till
en grafisk utgdngspunkt. Hur som helst
sa kan uppgiften erbjuda moijligheter att
utforska relationerna mellan bland annat
dessa tva representationer. Den kan leda
till experiment med att forskjuta, spegla,
forminska och forstora grafiska represen-
tationer och att integrera dessa idéer. Den
kan ocksd leda till frigor om relationen
mellan mellanrotsdistansen och ekvatio-
nens diskriminant, eller fragor om hur man
kan karakterisera olika typer av andra-
gradsekvationer utifrdn deras koefficien-
ter. Ingenstans framgar det att rotterna
maste vara reella, s3 det ir fullt mojligt
att ocksd beakta komplexa rotter med
"avstandet” tva.

Vilken dr skillnaden?
Det finns en skillnad mellan den typ av
uppgifter som diskuteras hir och “var-
dagsuppgifter” eller "rika” uppgifter. Den
senare utgdr typiskt ifrdn komplexa situ-
ationer som skall matematiseras, utfors-
kas och tolkas. Uppgifterna som diskute-
ras hir anvinder elevernas befintliga kun-
nande och uppfattningar som ingdngar till
specifika matematiska strukturer. Uppgif-
terna borjar enkelt och blir mer samman-
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satta av eleverna sjilva genom att de dis-
kuterar varandras 16sningar, samt genom
att liararen villkorar uppgiften och utma-
nar elevernas konstruktioner.

En central skillnad mellan den hir sor-
tens uppgifter och mer traditionella, slut-
na uppgifter ir hur eleverna uppmuntras
att utforska sina egna erfarenheter och
skapa nya objekt, sjilva och tillsammans
med andra. Vi tinker oss detta som utfors-
kande och utvidgande av varje elevs unika
"exempelomride”.

Vi har funnit att det dr mycket effek-
tivt att friga elever om exempel, nir det
giller att generera intressant matematik,
speciellt giller det matematiska idéer som
ligger nira elevgruppens kunskapsgrins
(Watson & Mason, under tryckning). Min-
niskor siger spontant att de girna vill gora
det intressant, att de vill visa varandra vad
de kan, visa att de "hinger med” matema-
tiskt och att de uppskattar mojligheterna
att tillsammans med andra medverka till
att "skapa” matematik. Det verkar som att
de arbetar med att studera sin forsta idé
och fraga sig sjalva "Hur fruktbart dr det
hir exemplet for mig?” eller ”Vilken klass
representerar det hir exemplet?” och f6lj-
aktligen "Vilka andra klasser kan jag repre-
sentera?”. Kanske skulle det hjilpa elever
om dessa frigor mer uttryckligen diskute-
rades s att deras foljande exempel (om
de blir ombedda att komma med fler) kan
viljas med storre medvetenhet om vilka
dimensioner och rickvidd de anvinder
implicit. Det faktum att manniskor spon-
tant utforskar sina egna dimensioner av
uppfattad moijlig variation stoder perspek-
tivet, som initierats av Marton & Booth
(1997) och utvecklats av Runesson (1999),
att lirande bestdr i att bli medveten om
nya dimensioner av variation, ny rickvidd
for tilldten forandring inom dessa dimen-
sioner samt att dimensioner som tidigare
uppfattats som separata fogas samman.

Dessutom, nir man ska hantera sam-
mansatta och ovanliga problem, kan det
ofta hjilpa att borja med att konstruera
ett exempel. Elever verkar bli mer benig-
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na att anvinda en sddan strategi om de har
erfarenhet av detta frin sin matematikun-
dervisning.

Viar teoretiska forstdelse har vixt uti-
frdn var erfarenhet av att anvinda uppgif-
ter av det beskrivna slaget och att lyssna
pa elevers svar. Men teorierna dr endast
hypoteser dn s linge. For oss betyder det
mer om vi lyckats gora dig tillrackligt nyfi-
ken och intresserad for att sjilv forsoka
anvinda liknande uppgifter ndgon ging.
Vira forsikringar kan naturligtvis inte pa
ndgot sitt vara lika dvertygande som din
egen reflektion kring dina egna erfarenhe-
ter. Det som verkligen kan overtyga dig
om virdet av att anvinda den hir sortens
uppgifter, for att stotta och hjilpa elever
att utveckla sitt matematiska tinkande
och sjalvfortroende, ir om du mirker att
dina elever, allt eftersom, borjar svara mer
och mer sofistikerat, visar en allt storre
matematisk kinsla och utvecklar ett stor-
re intresse for matematik som en kreativ
aktivitet.
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