Natalia Karlsson & Wiggo Kilborn

Om proportionalitet

En typ av problem i skolans matematikundervisning som vallar svarigheter for
elever och ddrmed ocksa for deras ldrare ar de som bygger pa proportionalitet.
Artikelforfattarna foljer har upp en artikel fran Néamnaren 2015:3 och diskuterar
hur en laboration kan leda eleverna in i proportionalitetstankande.

undervisning i matematik ofta priglats av "de snabba klippens meto-

dik”. Ett skiil till detta dr att den konkretisering som ir si viktig for yngre
elever inte alltid har lett till en abstraktion, alltsi en verbal forstielse av det som
skulle konkretiseras. Det hiir innebir att manga elever kommer till hogstadiet
med bristande férmaga att "analysera matematiska begrepp och samband mel-
lan begrepp” samt att "féra och folja matematiska resonemang”. Det blir dirfor
betydligt enklare att pa hogstadiet lira eleverna en firdig formel in att lira dem
forsta formelns matematiska innebdrd. Som exempel dr det littare att lira elev-
erna att "lika tecken ger plus” vid subtraktion eller multiplikation av negativa
tal, in att forklara vad som menas med negativa tal och utnyttja att samma rik-
nelagar giller for negativa tal som for naturliga tal. En siddan uppfattning leder
till att man erbjuder eleverna en procedurell kunskap som inte iir konceptuellt
forankrad. Eftersom en sdidan kunskap ir svar att dversprida till andra omré-
den eller problemtyper, tenderar elevernas kunskaper att bli ett lappverk och
de missar de underliggande matematiska strukturer som knyter samman olika
omraden av matematiken. Eleverna forméar dirfor inte se att det finns smartare
l6sningar pé ett problem in den formel de ofta har glomt eller inte behirskar.
Detta ett vanligt problem &ven bland dagens lirarstuderande, vilket beskrivs i
vér foregiende artikel Vet inte, har inte en aning, kommer inte ihdg.

Pé hogstadiet, liksom pa flera av programmen pa gymnasieskolan, har

Proportionalitet och hastighetsproblem

En typ av problem som véllar stora svarigheter i skolans matematikundervis-
ning ir de som bygger pa proportionalitet. For att eleverna — pa provrikningen
eller det nationella provet —ska klara enkla hastighetsproblem lir man av tradi-
tion ut formler av foljande slag:

v t

Bilden kan utlisas pé tre sitt, som s=v+t,som v=s/teller som t=s/v och hjil-
per eleverna att 16sa en del hastighetsproblem i enkla forutsigbara situationer.
Men hur l6ser de fljande uppgift?
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Malin springer 3,2 km pd 17 minuter. Hur [dng tid tar det for Malin att springa
4,8 kmn med samma hastighet?

Hir fungerar inte formeln lika bra. Om vi istillet anviinder oss av proportiona-
litet kan vi utgd frén att hastigheten v ir konstant. Vi behover dé inte anvinda
oss av enheten km/h utan kan lika girna utrycka hastigheten i km/minut.
Vi fa d ekvationerna v = 3,2/17=4,8/t. Nu uppstir emellertid ett nytt pro-
blem, nimligen att ldsa en ekvation med ¢ i nimnaren. Fa elever verkar {6rstd
att ekvationen har samma sanningsvirde om de inverterar termerna, vilket ger
17/3,2=t/4,8. Men iiven den hir typen av ekvation brukar vélla svérigheter.
Nu ir det s att samma matematiska modell kan anvindas dven niir man loser
problem som handlar om likformighet, tryck, viidmoment, Ohms lag, recept,
pris och rabatt mm. Det finns dirfor all anledning att iigna mer tid 4t den hiir
matematiska modellen in vad man gor i dagens skola.

Men, inviinder nu lisaren, man ser ju direkt att den andra striickan dr 50 %
lingre och dirmed maste idven tiden vara 50 % lingre. Javisst, det ser man om
man behirskar begreppet proportionalitet, men hur manga elever gor det?

Pris och rabatt

En intressant typ av problem ir de som handlar om rabatt och paligg. Hiir
verkar de flesta lirare satsa pa att eleverna atminstone ska klara de enklaste
problemen sisom:

Ett parjeans kostar 720 kr. [dag ges 15 % rabatt. Vad kostar byxorna da?

Den enkla formel som ménga elever lir sig anvinda ir 0,15-720 =108, allts4 att
forst bestimma rabatten. For att beriikna det nya priset utfor de sedan subtrak-
tionen 720-108 =612. Forvanansvirt {3 elever bestimmer nettopriset genom
att ta 85% av 720 kr. Av det skilet missar eleverna mojligheterna att lésa den
hir typen av problem med hjilp av proportionalitet. Men den hiir strategin
fungerar inte niir uppgifterna ir av foljande typ:

Vid en rea har butiken sankt alla priser med 20%. Stina har handlat klader
for 720 kr. Hur mycket skulle hon ha fatt betala om det inte hade varit rea?

Nir den hiiruppgiften utprévades vid konstruktionen av Diamantdiagnoserna
var det bara cirka 10% av eleverna som klarade den pa véren i arskurs 8. En
enkel forklaring till detta ir, att hiir duger inte lingre den formel deras lirare
satsat pa. Diremot ir det en enkel uppgift pa proportionalitet eftersom pri-
set dr proportionellt mot procentsatsen: 720 kronor svarar mot 80% av det
ursprungliga priset P, samtidigt som P svarar mot 100 % av det ursprungliga pri-
set. Sambandet kan tecknas som en ekvation tv4 sitt:
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Observera att detta ir exakt samma matematiska modell som i hastighetspro-
blemet med Malin.

Vi kan sammanfatta s hiir: For att 16sa matematikrelaterade problem krivs
det matematiska modeller. Samtidigt kan vi konstatera att antalet matematiska
modeller som krivs for att eleverna ska kunna 15sa de problem som férekom-
mer i skolan ir begrinsat. Det [nar sig dirfor att satsa pa de vanligast forekom-
mande modellerna, sisom proportionalitet. En sidan satsning bestar av tva steg:
Att uppfattainnebdrden i begreppet och att utféra nddvindiga berikningar.




En laboration om proportionalitet

Nir det giller att uppfatta begreppet proportionalitet kan den typ av labora-
tioner som beskrivs av Leif Lybeck i Arkimedes i klassrummet — en dmnespeda-
gogisk berittelse anvindas. I en av laborationerna anviinder han sig av tva miit-
glas A och B, dir mitglas B dr smalare in mitglas A. Man hiller forst vatten i
miitglas A till en hdjd av 6 cm. Direfter hiller man éver vattnet i mitglas B och
vattenpelaren nir da en hojd av 9 cm. Man borjar direfter om fran bérjan och
hiller vatten i mitglas A till en hojd av 4 cm. Nu ir frigan: Hur hog blir vatten-
pelaren om man hiiller ver vattnet i mitglas B?
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Genom att jaimfora de tva vattenpelarna i mitglas A inser man att det dr 2/3s3
mycket vatten i mitglas A den andra gingen. Detsamma giller om man hiller
over vattnet till mitglas B, dir vattenpelarens hojd da blir 2/3 av 9 cm alltsa 6
cm. Detta kan mer generellt tecknas 4/6 = x/9.

Ett alternativ ir att jimfora vattenpelaren i B med vattenpelaren i A. Man
finner d att vattenpelareniB ir 1,5 gdnger storre ini A. Den andra gingen blir
dirfor hojden av vattenpelaren i B 1,5-4 cm. Detta kan mer generellt tecknas
9/6 =x/4.

Det ricker nu inte att bara uppfatta begreppet proportionalitet. Det giller
ocksa att kunna lésa ekvationer av typen x/a = b/c med olika virden pa para-
metrarna a, b och c. Detta handlar om att anviinda annulleringslagen for mul-
tiplikation och multiplicera bida leden med a. Nir eleverna misslyckas med
detta brukar det bero p4 att de antingen inte lirt sig 16sa ekvationer med hjilp
av annulleringslagarna eller att de har negativa erfarenheter av att arbeta med
rationella tal — sdsom i uppgiften med Malin.

Generalisering av modellen

Nir eleverna, tex med hjilp av Lybecks laboration, har sett hur proportiona-
litet fungerar i en kontext giller det att visa hur man kan generalisera model-
len till andra typer av problem. Hir foljer ett exempel pa en férminskning av
en triangel i skala 2:3. Resonemanget blir i det hiir fallet detsamma som i fallet
med miitglasen och dven den matematiska modellen blir densamma.
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Modellen kan ocksa anvindas for att 16sa uppgifter som

Ndr spanningen over en resistor ar 6V blir stromstyrkan 9 A. Hur stor blir
stromstyrkan om spanningen dr 4V?

eller

Till ett recept gar det &t 6 dl mjol och 9dI mjolk. Hur mycket mjolk behover
man till 4 dl mjol?

Viknyter nu detta till ekvationen y=1,5x och dess graf, en sk proportionalitet.
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I grafen kan vi direkt avlisa att om vattenpelaren i mitglas A ir 4 cm sd dr vat-
tenpelaren i mitglas B 6 cm. Vi kan ocksa direkt avlisa andra samband, tex att
om vattenpelaren i mitglas A ir 8 cm sa ir vattenpelaren i mitglas B 12 cm. Niir
det giller exemplet med de likformiga trianglarna kan vi direkt i figuren se hur
lang den lingre kateten dr om den kortare kateten ir 8 cm. Vi kan till och med
se trianglarna avbildade i figuren.

Nir eleverna har forstitt hur anviindbart begreppet proportionalitet ir, for
att 1sa varierande typer av problem, ir det dags att variera parametrarna och
Oka sikerheten i att utfora berikningarna.

Det hiir handlar inte bara om att inse proportionalitetens viktiga roll
vid problemldsning. Det handlar ocksd om synen pa problemldsning. I dag
behandlar lirobocker oftast hastighetsproblem, rabatt, recept mm i olika kapi-
tel, under olika rubriker. Eftersom eleverna inte ir medvetna om att den mate-
matiska modellen ir densamma, fir de varje ging en ny formel och nya problem
med en typ av ekvation som de inte lirt sig behirska. Undervisningen i pro-
blemlosning bor istillet erbjuda eleverna anvindbara matematiska modeller,
som de senare kan anviinda for att [6sa en rad olika problem fran olika omraden.
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