JORAN PETERSSON

Delbarhetsregler

Mikael Passare beskrev i Namnaren nr 1, 2008 "Mormors glaségon”
i termer av kongruensrdakning. Den kan anvandas for att exempelvis
undersoka delbarhet med 3 och 9. Men hur undersdker man om

ett tal ar delbart med exempelvis 7, 11 eller 13?

et finns ett antal regler for att avgéra
Dom ett tal dr delbart med ett annat

tal. For 2 och 5 ricker det med att
titta pa sista siffran och fér 3 och 9 bestim-
mer siffersumman delbarheten. Fér exem-
pelvis 7 stryker man sista siffran och sedan
subtraherar man den tvd gdnger frdn den
nist sista siffran. Det ursprungliga talet ir
delbart med 7 om det nya talet 4r det. Men
varfér fungerar dessa regler? Hur gér man
om man behéver konstruera ett eget test
for delbarhet for ett sdrskilt tal? De mate-
matiska tankarna bakom delbarhetskriteri-
er kan presenteras med bade grundliggande
och avancerad matematik och kan anvin-
das f6r att stimulera och utmana elever pa
olika nivder och dven ge en introduktion till
algebraiskt tinkande.

Faktorer i basen

Talen 2 och 5 #r faktorer i basen 10, var-
for delbarhet med 2" avgérs genom att un-
dersdka om 2" delar talet som bestar av de
n sista siffrorna. Ett exempel: Vilka tal dr
delbara med 2°? Undersdk exempelvis ett
femsiffrigt tal abcde. Det kan skrivas som
summan ab000 + cde. Eftersom den for-
sta delen kan skrivas som ab-2°-5%4r det
uppenbart delbart med 2°. Det iterstér dir-
for att undersdka om talet cde, som utgdrs av

de tre sista siffrorna ir delbart med 2°. Detta
resonemang kan generaliseras till potenser
n av en faktor i en godtycklig bas.

Delbarhet med 9 och 11

Delbarhet med 9 visas enklast med ett exem-
pel. Notera att exempelvis ett femsiffrigt
tal abcde kan skrivas

a(9999+1) +b(999+1) +c(99+1) +
dO+1)+e=

(99994 +999b+99c +9d) +
(a+b+c+d+e)

Den forsta parentesen ir uppenbart delbar
med 9 (och dven med 3). Delbarheten med
9 (och 3) beror dirfér pd om siffersumman
a+b+c+d+e dr delbar med dessa tal. Del-
barhet med 11 kan avgoras pé ett liknande
sitt. Skriv det femsiffriga talet som

a(11110- 1111 +1) + (1111 -110-1) +
c(110-11+1)+d(11-1)+e=
(a(11110-1111) + b(1111 - 110) +
c(110-1D) +d1) + (a-b+c—-d+e)

Notera att andra ledets férsta parentes fak-
tiskt 4r delbar med 11 eftersom exempelvis
11110 = 11000 + 110 = 11 - 101. Delbarheten
hinger diarfor pd den andra parentesen, som
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ir en siffersumma med vixlande tecken och
positivt tecken sist.

Ett mera avancerat men mindre om-
standligt sitt att visa samma sak ar foljande
sitt. Notera att 10 =11 -1 och skriv om det
femsiffriga talet abcde som:

a(l1-1)* +b(11 -1 + c(11 -1 + d(11-1) + ¢

Notera sedan att nir man utvecklar ett ut-
tryck (x+7v)" s8 finns det bara en term som
saknar faktorn x, niamligen y". Med x=11
och y=-1 far vi det vi har och det femsiff-
riga talet abcde kan skrivas sa hir:

abcde =11 - (heltal) + a(-1)* + b(-1)* + c(-1)* +
di-1)+e=

11-(heltal)+a-b+c-d+e

Vi fir en siffersumma med omvixlande
tecken. Samma idé kan anvindas dven for
delbarhet med 9 varvid x=9 och y=1. Re-
sultatet blir forstds som tidigare, att siffer-
summan avgor delbarheten. Detta resone-
mang kan man generalisera till en godtyck-
lig bas b skriven som b = x + y med resultatet
att taletibasen b ir delbart med b—1 om dess
siffersumma #r delbar med b—1 och delbar
med b+1 om siffersumman med vixlande
tecken ir det.

Delbarhet med 7

Under ordet "delbarhetskriterier” i Wahl-
strébm och Widstrands Matematiklexikon
(Thompson, 1991) finns féljande Algoritm 1
for delbarhet med 7

1 Stryk entalssiffran.

2 Subtrahera dubbla entalssiffran frin det
aterstdende talet.

3 Upprepa detta tills du kan avgdéra om
aterstoden passar i sjuans tabell.

4 Om aterstoden ir delbar med 7 s3 ir det
ursprungliga talet delbart med 7, annars
inte.

Ett exempel: Ar 2373 delbart med 7? Mini-
raknaren siger "ja’, men hur ser algoritmen
ovan ut?

- Stryk entalet och f3 237. Subtrahera
dubbla entalet och {3 237 - 2-3 = 231.
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— Upprepa: Stryk entalet och & 23. Subtra-
hera dubbla entalet och fa 23 -2-1 = 21.

- Talet 21 finns i sjuans tabell varfér 2373
ar delbart med 7.

Varfor fungerar algoritmen? Jag bérjar med
en annan algoritm som tydligare forkla-
rar huvudtanken i algoritmen ovan, namli-
gen att subtrahera multipler av 7 s3 att en-
talssiffran blir noll. Det ir principen for
Algoritm 2 for delbarhet med 7.

Subtrahera fran 2373 ett tal som &r del-
bart med 7 och samma slutsiffra som
2373, exempelvis 9-7 = 63. Aterstoden blir
2373 - 63 = 2310. Hir utnyttjar man att dif-
ferensen mellan tv3 tal, som bada ir delba-
ra med 7, ocksa ir delbar med 7. 2373 maiste
alltsd vara delbart med 7 om 2310 ér det, och
omvint. Eftersom 2310 = 231-10 och 10 inte
delas av 7 dr 2310 delbart med 7 om 231 ir
delbart med 7 (och omvint). Vi underséker
dérfor talet 231.

Upprepa detta: Subtrahera ett tal som &r
delbart med 7 och som har samma slutsiff-
ra som 231, exempelvis 3-7 = 21. Aterstoden
blir 231 - 21 = 210. Dividera med 10 igen och
fa 21. Aterstoden 21 finns i sjuans tabell och
eftersom vi bara har subtraherat multiplar
av 7 maste det ursprungliga talet 2373 vara
delbart med 7.

[ algoritm 2 maste vi hela tiden fundera
over vilken multipel av sju, som vi ska sub-
trahera. Det behdver man inte tinka pa i
algoritm 1, eftersom den alltid ser till att
subtrahera exakt entalssiffran samt ett yt-
terligare tal som inte drabbar entalssiffran.
Men hur gar det till? Finns det en multi-
pel av 7 som alltid slutar pa entalssiffran?
Ja det gor det: 21-entalssiffran har denna
egenskap och motsvarar algoritm 1. Ste-
gen i algoritmen blir 2373 - 3-21 = 2310
och 231 - 1-21 = 210, som ir delbart med
7. For att tydliggora att det faktiskt motsva-
rar algoritm 1 kan vi skriva om den s& har:
2373-3.21=(2370 +3) - (3-2-10 + 1-3).

Med enbart sifferexempel ir det svart att
forsta varfér denna regel fungerar. Med ett
tal abc skrivet i bokstéver avsléjar den dock
sin hemlighet:

abc
- 2cc¢

de O abc-2lc=abc-7-3c




Att subtrahera ¢ frin entalet och 2¢ fran
tiotalet betyder att subtrahera sammanlagt
21c¢ =7-3c, vilket ju ir delbart med 7. Regeln
ir alltsd en algoritm som innebir att man
subtraherar ett tal som garanterat dr del-
bart med 7 och som gor att sista siffran blir
noll. I nésta steg behéver man bara studera
talet de0/10 = de , som ju har en siffra min-
dre. Man upprepar subtraktionssteget tills
det resterande passar in i sjuans tabell. Far
man exempelvis 98 sa blir nista tal -7, vilket
ocksa dr delbart med 7.

En naturlig fréga dr om algoritmen fung-
erar framifrdn ocksa. L4t oss préva! For ex-
empelvis talet 546 ser berikningarna ut s
hir: En multipel av sju med ett som forsta
siffra dr 2-7 = 14. Algoritmen blir att stryka
forsta siffran och subtrahera den fyra géng-
er i andra siffran, dvs 546 — 5-140 = -154.
Nista steg blir -154 + 1-140 = -14, som ju ir
delbart med 7. Om man vid behov adderar i
stillet f6r subtraherar, fungerar det alltsd att
rikna dven framifrdn, men det ir inte lika
smidigt som att rikna bakifrén.

En av mina studenter féreslog under en
tentamen en alternativ algoritm. Istillet f6r
att subtrahera si att entalssiffran blir noll,
gar det bra att addera si att heltalssiffran
blir noll. Algoritm 4 for delbarhet med 7 blir
dé som algoritm 1 men steg 2 blir "Addera
femdubbla entalssiffran till det aterstden-
de talet”. Varfor fungerar denna algoritm?
Ja, det kanske lisarens ambitidsa elever kan
fundera ut. De teoretiska verktygen finns i
denna artikel.

Delbarhet med 13

Hur provar man da delbarhet med 13? Jo,
det gér att anvinda samma metod som fér
7. Aven hir vill vi subtrahera s att entals-
siffran blir noll. Leta i 13:s multiplikations-
tabell ett tal som slutar pa ett: 13-7 = 91.
Det motsvarar att stryka entalssiffran och
subtrahera 9-entalssiffran fran aterstoden.
Lat oss prova algoritmen pé 1716: Steg 1 ger
171 -9-6 =117 och steg 2 ger 11 - 9.7 = -52,
som ju finns i 13:s "tabell”.

abc
- 9 ¢

de 0 abc-9lc=abc-13-7c

Upprepa steget i algoritmen tills det reste-
rande talet hamnar i trettons tabell. Idén
gar alltsd att generalisera.

Motsvarande tal fér delbarhet med 19 ir
produkten 9-19 = 171, som ju slutar pa ett.
Det innebir att stryka entalssiffran och
subtrahera den sju gdnger fran tiotalssiffran
och en ging frdn hundratalssiffran. Delbar-
het med talet 41 #r enklare - stryk entals-
siffran och subtrahera den fyra ganger fran
tiotalssiffran. Metoden kan alltsd genera-
liseras till att multiplicera delaren d med
ett heltal k sa att produkten dk har en etta
i entalssiffran. Det betyder att delaren d
maste ha entalssiffran 3, 7 eller 9 — Varfér?
Sedan fir man subtrahera entalssiffran dk
ganger och direfter dividera med tio. Upp-
repa detta tills det resterande talet finns i
multiplikationstabellen fér delaren d.
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