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Multiplikation i rutnat

| tva intilliggande artiklar i detta nummer diskuteras vikten av att elever redan
tidigt f&r mota multiplikation, inte bara som upprepad addition utan dven
genom areamodellen. Har ges exempel pd hur rutnatet kan vara ett didaktiskt
verktyg for att utveckla elevers forstaelse for multiplikation bortom heltalen i
multiplikationstabellen.

tiskt sett ganska tyst i Europa. Visserligen bevarade munkar som

Boethius antikens matematiska arv och matematikstudier upp-
muntrades av exempelvis Karl den store och paven Sylvester II, men det gick
trogt dnda till den internationella handeln tog fart igen och det ater fanns
behov av berikningar for sjofart (1is astronomi) och ekonomi. En matematiskt
viktig hindelse var att Fibonacci importerade de hindu-arabiska siffrorna och
positionssystemet till Europa. Med dessa foljde ocksi nya berikningsalgorit-
mer som anvinds in idag och som kanske borde anvindas bade oftare och imer
varierade ssmmanhang.

Mellan Arkimedes och Fibonacci (Leonardo av Pisa) var det matema-

Multiplikation i rutnat

En av dessa algoritmer — al-darb bi'l jadwal (multiplikation i rutnit) — doku-
menterades 1299 pa arabiska och i Italien 1478. Med en variant av denna upp-
stillning far multiplikationen 16+ 24 utseendet som i foljande figur:

20 4
Figur 1
Multiplikation av 10 200 40
16-24 i rutndt. 6 190 ;)
summa 384

Denna typ av algoritm kallas "grid method” i engelskspraklig litteratur och
rekommenderas ofta som ett mellansteg innan standardalgoritmer fér multi-
plikation infors. Antalet kolumner och rader i uppstillningen motsvarar anta-
let positioner som faktorerna har i positionssystemet. Multiplikation i rutnit
har stort matematikdidaktiskt virde dn idag. Tva uppenbart didaktiska for-

delar dr att rutnitet ger stod dels for positionssystemet och dels
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for distributiva lagen och multiplikationens kommutativitet.
Algoritmen i figur 1 duger till mycket mer in att multiplicera
heltal, och som ett mellansteg, d4 den har didaktiskt attraktiva
egenskaper och dven fungerar for att multiplicera briktal, deci-
maltal, polynom och att géra detta i andra baser in 10.




Att vid berikningar ta stod av en geometrisk figur har férdelen att det gir att
askadliggora bakomliggande matematiska begrepp, men nackdelen ar att den
som algoritm sett ir [ingsammare. A andra sidan iir vardagslivets och samhil-
lets behov av att rikna snabbt ganska litet eftersom miniriknare ir allmint till-
gingliga i portabel elektronik. Diremot behover samhillet medborgare som
kan anvinda matematik korrekt och argumentera matematiskt korrekt.

Att introducera multiplikation av tvasiffriga tal

[ en studie om att introducera flersiffrig multiplikation anvinde sig Patrick
Barmby, Tony Harries, Steve Higgins och Jennifer Suggate av ett mer finmas-
kigt rutnit som i figuren nedan. Studiens syfte vara att undersdka under vilka
omstindigheter ett sidant kan stddja elevernas resonemang om multiplika-
tion. I det finmaskiga rutnitet markerar de streckade linjerna 5x5-rutor och
de tjockt markerade linjerna 10x 10-rutor. De gramarkerade rutorna illustrerar
multiplikationen 16-24.

Figur 2.
Illustration av 16 - 24.

Rutniitet inbjuder till flera majliga berikningsstrategier.

Strategi 1 - att identifiera 100-rutor, 10-staplar och enhetsrutor. Det blir
tva hela och tva halva 100-rutor samt sex 10-staplar och slutligen 6 -4
enhetsrutor.

Strategi 2 — att betona positionssystemet och dirmed distributiva

lagen i berikningarna. De blir som i figur 1 med (10 +6)- (20 +4) men
utan att anvinda parenteser och med distributiva lagen geometriskt
tydliggjord. Det blir tydligt att multiplikationen 10- 20 har tv4 100-

rutor, fyra 10-staplar, ytterligare 2 - 6 stycken 10-staplar och dessutom

6-4 enhetsrutor. Distributiva lagens anviindbarhet blir uppenbar vid
multiplikation i ett positionssystem samtidigt som rutnitet illustrerar hur
den distributiva lagen fungerar.

Barmby, Harries, Higgins och Suggate beskriver i The array representation and
primary children’s understanding and reasoning in multiplication att eleverna
utan ldrares stod anviinder flera strategier (varav nigra ineffektiva) och att det
ir viktigt med lirarens undervisning for att hjilpa eleverna att liira sig anvinda
positionssystemet och distributiva lagen for att komma fram till den strategi
som motsvarar figur 1 pa foregiende sida.
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Positionssystem med andra baser an 10

Om vi gor det grova rutsystemet som exempelvis 5x5-nit och riknar anta-
let 25-rutor och 5-staplar, innebir det att vi riknar i basen 5. Exemplet i
figur 2 gir att klippa itu med sax och méblera om till tre 125-grupper, inga
25-rutor, en 5-stapel och fyra enhetsrutor. I basen 5 blir det dérfor (3014)..
Multiplikation i andra baser ir alltsd ndgorlunda litt att illustrera i ett rutnit
och idén med begreppet positionssystem blir det centrala i framstillningen.
Gor vi det grovmaskiga rutniitet som 8x 8-niit, motsvarar det att multiplicera i
basen 8. Rutniitet illustrerar dirmed vad det innebir att byta bas. Att anvinda
5x5-rutorna kan ocksa vara ett stod niir elever lir sig multiplikationstabellen
med faktorer storre iin 5. Exemplet 7-6 motsvarar en 25-ruta + tre 5-staplar + 2
enhetsrutor som tillsamman blir 42.

Narmevarden

Rutniiten stodjer approximativ rikning. Det iir litt att se hur manga 100-rutor
som 1624 ungefir fyller: tva hela, drygt tva halva och ytterligare drygt en halv
vilket tillsammans blir mellan 350 och 400 smérutor.

Multiplikation av decimala tal

Rutniiten gér att generalisera till decimalmultiplikation. Om vi bestimmer att
en stor ruta har kantlingden 1si motsvarar exemplet i figur 2 multiplikationen
1,6-2,4. Det blir uppenbart att 0,1-0,1=0,01 eftersom det blir 100 smirutor pa
en enhetsruta. En didaktisk biprodukt av detta ir att produkten i en multipli-
kation inte alltid behover vara storre in en eller ens ndgon av faktorerna.

Multiplikation av brak

Betrakta en 10x10-ruta som en hel och mindre rutor som brikdelar av denna.
Exemplet i figur 2 motsvarar nu (1 + 6/10)- (2 + 4/10). Det ligger nira till hands
att forkorta och rutnitet ger stod for att sld ihop tva rutor till en for att skriva
om multiplikationen till (1 + 3/5)-(2 + 2/5). Forlingning och forkortning blir
visuellt tydligt.

En reflektion ir att vi ofta beriknar decimalmultiplikationen 1,6-2,4 med
en vagrit eller lodrit algoritm medan brakmultiplikationen (1+3/5)+(2 +2/5)
beriknar vi genom att skriva om som (8/5)(12/5) och multiplicerar tiljare och
nimnare var for sig {or att direfter forkorta dir det gir. Alternativt kanske vi
anvinder en vigrit algoritm dir den distributiva lagen illustreras med bégar
mellan de olika delarna, som hir i figur 3.

Figur 3. =
Vigrit algoritm for (143/5)2+2/5)
multiplikation av brik. A
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Vi konstaterar att for samma tal representerade i olika form kan vi vilja beriik-
ningsalgoritmer som elever upplever mycket olika trots att de bygger pd samma
matematik. Heinz Steinbring konstaterar i Epistemological investigation of
classroom interaction in elementary mathematics teaching att detta utgdr en
killa till svarighet for elever. Multiplikation i rutnit ger identiska algoritmer
oavsett om talen ir representerade som brik eller decimaltal.




Rutniitet erbjuder eleven den hisnande upptickten av sambandet mellan brak-
rikning och att multiplicera i andra baser. Betrakta nu en 25-ruta som enhets-
ruta i figur 2. Brakmultiplikationen blir (3+1/5)-(4 +4/5) vars produkt med
lite omskrivning av heltalsdelen blir 3-5+0-1+1/5+4/25. 1 basen 5 blir detta
(30,14), dar vi kan kalla kommatecknet fr pentaltecken istillet for decimal-
tecken. Jimfér med det tidigare rikneexemplet i bas 5 med produkten (3014)..

Geometrisk algebra

Rutniiten anvinder samma princip som geometrisk algebra, vilket har sina
rotter i gammalbabylonisk matematik 2000-1500 fKr. Multiplikationen
(xx+6)(2x—4) illustreras smidigt i rutnit enligt figur 4 dir likheten med figur 1
ir tydlig.

24 4 Figur4.
X 2x7 -4x Multiplikation av
(2x—4)(x+6) med
6 12x 24 samma uppstdillning

summa 2x2+8x — 24 som i figur 1.

Algoritmen kan generaliseras till polynom av hogre grad liksom till multi-
plikation av rationella uttryck som (1+ 6/x)(2 —x/4) och om vi siitter x=10 blir
kopplingen mellan decimaltal och rationella uttryck tydlig. Jeff Suzuki ger i
Modern geometric algebra: A (very incompletel) survey flera exempel pa hur
algebraiska problem med multiplikativ struktur, som andragradsekvationer,
att multiplicera och faktorisera uttryck, etc kan 18sas med geometrisk algebra.
Min egen erfarenhet av att undervisa om polynommultiplikation och att 15sa
andragradsekvationer med al-Khwarizmis geometriska metod ir positiv. Tva
extrema fall i samma klass var Hans, som hade lyckats betydligt simre in Greta
i gymnasiets forsta kurs. I avsnittet om polynommultiplikation och andra-
gradsekvationer i gymnasiets andra kurs anvinde Hans geometrisk algebra och
gjorde i stort sett inte ett enda riknefel medan Greta multiplicerade med vag-
riit algoritm motsvarande figur 3 och loste andragradsekvationer med formel.
Greta gjorde i bidda dessa problemtyper manga riknefel i form av teckenfel och
gldmda termer, ibland flera i samma &vningsproblem. Det blev uppenbart att
algoritmer som inte har tydligt dskadligt stod i begreppets matematiska struk-
tur blir svara dven for duktiga elever och dirmed kan de inte hantera dem kor-
rekt. Att Greta framhirdade i att anviinda algoritmen motsvarande figur 3,
motiverade hon med att hon hade anviint den i grundskolan. Tidigare under-
visning kan alltsa vara ett hinder for att byta algoritm.

Sammanfattning

Att ha olika algoritmer (riknestrategier) for att multiplicera flersiffriga (deci-
mal-)tal, brik och algebraiska uttryck gér matematikstoffet onodigt svarover-
skidligt och betonar inte det enhetliga i olika representationer fér samma
tal eller for den delen att alla dessa exempel har den algebraiska strukturen
ring, se tex Matematiktermer for skolan. Framstillningen ovan betonar att
i rutnitet blir den bakomliggande matematiken, i form av distributiva lagen,
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kommutativitet och positionssystemet, transparent integrerad med beriik-
ningsstrategierna. Det #r inte fallet med exempelvis algoritmen i figur 5, diir
dessa egenskaper visserligen anvinds pa exakt samma siitt men ir betydligt
mindre tillgingliga for direkt dskadning,

2 4
, -1 6
Figur 5. 4 4
Standardalgoritm for 16-24.
+ 2 4
3 8 4

Standardalgoritmen i figur 5 anvinder exakt samma matematik som rutniits-
metoden i figur 1 men med skillnaden att de matematiska egenskaperna dist-
ributivitet, kommutativitet och dven positionssystem ir svira att urskilja. I den
végrita algoritmen i figur 3 syns visserligen dessa egenskaper, men bland elever
ir det vanligt att glomma termer och gora teckenfel nir de anviinder den for
polynommultiplikation. Steinbring understryker att en framstillningsform dir
de matematiska egenskaperna ir svartillgingliga kan leda till ett procedurin-
riktat lirande medan en framstillningsform som framhiver den matematiska
strukturen i hogre grad stodjer ett forstielseinriktat lirande. Gretas motstand
motattanvinda geometrisk algebra ir ett exempel pa att detinte ir problemfritt
for en enskild lirare att introducera en viss framstillning om eleverna tidigare
ir vana vid andra. Det betyder ocksa att en konsekvent och enhetlig framstill-
ning av multiplikation kriver lingvarigt samarbete fran drskurs 1 till gymnasiet.
For hugade spekulanter vintar hiir en longitudinell forskningsuppgift om att i
arskurserna F-9 undersoka effekterna pa elevernas kunskaper i multiplikativa
strukturer av att konsekvent inféra multiplikation i rutnit.
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