Per Nilsson

Summaspelet

— ett spel for ldrande i sannolikhet

Summaspelet ar ett tarningsspel som innehaller element av slumpkaraktar.
Forfattaren har utvecklat och anvant olika varianter av spelet for att studera
hur elever resonerar om och ténker kring olika aspekter av sannolikhet i
sammansatta slumpforsok. Vi far en presentation av spelet och diskussion
om varianter av spelet.

Australien. Spelet 4r baserat pd summan av tva tirningar och syftar till att

erbjuda elever mojlighet att resonera om sannolikhet nir de férsoker han-
tera sammansatta slumpforsok.

Spelet bestar av ett spelbord, tva tirningar och en uppsittning marker. I
pilotstudien var spelbordet numrerat fran O till 12. T efterfoljande versioner har
nollan tagits bort och numreringen har varit mellan 1och12, se figuren nedan.
Attinte kunna fa noll visade sig vara uppenbart for eleverna. Eleverna spelade
med tva vanliga tirningar — numrerade frin 1till 6 — och 14 marker.
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I pilotstudien deltog atta elever ur en sjundeklass. Eleverna delades in i fyra
tvAmannalag. Lagen var placerade i var sitt horn av klassrummet vid sa kal-
lade lagbord. Vid lagborden diskuterade lagen fram strategier for hur de skulle
oka sina chanser att vinna spelet. Nir lagen ansdg sig klara spelade tva lag mot
varandra vid ett spelbord, placerat mitt i klassrummet. Spelet upprepades tre
ganger s att alla lag fick mota varandra en ging.

Tvé lag spelade mot varandra. Varje lag ombads férdela sina 14 marker bland
de tolv talen pa spelbordet som motsvarade summan av de tvé tirningarna.
Om ett av lagen eller bida hade marker pa den summa som tirningarna visade
fick laget ta bort exakt en av markerna pa den summan, oavsett vilket lag som
slog. Det lag som forst blev av med sina marker vann.

Idén till summaspelet kommer frin Mathematics task centre project i
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Bakomliggande idéer och uppslag for férandringar

Det dvergripande syftet med pilotstudien var att ge uppslag och férslag for fort-
satta viigval i mitt avhandlingsarbete. De centrala idéerna av den hiir versionen
av spelet har emellertid varit desamma som de efterfoljande versionerna jag
anvint i mina studier (Nilsson, 2006).

I pilotstudien anviindes tvé vanliga tirningar. Ett spel dir kast med tirningar
ir en central ingrediens antog jag kunde skapa diskussioner om slump och dir-
igenom uppmuntra resonemang om sannolikhet. Jag antog att det skulle bli
aktuellt med reflektion 6ver mojlig och oméjlig hindelse och éver utfallsrum-
mets sammansittning vad giller antalet gynnsamma fall for ett utfall. Att upp-
repa spelet tre gdnger syftade till att ge eleverna mojlighet att reflektera dver
frekvensinformation.

Jag gjorde ndgra speciella upptickter i pilotstudien som vigledde mig i
omformningen av spelet fér nistkommande studie. For det forsta, de vanliga
tirningarnas utseende stimulerade eleverna att anta ett férhallningssitt till
spelet som pdminner mycket om hur vi agerar i vanliga sillskapsspelssituatio-
ner. En del av studiens syfte var att undersoka vardagsférankrade intuitioner
och vilken roll dessa har for elevers siitt att utveckla matematiska resonemang.
Likvil, i sillskapsspel forvintas det knappast att man ska utféra detaljerade
analyser av sannolikheter, och da spelet aldrig utmanade eleverna att omvir-
dera sin vardagligt forankrade ansats si uppstod det f3 tillfillen for eleverna
att reflektera dver sannolikhetsaspekter . Detta var anledningen till att gora
spelet mer "obekant” for eleverna genom att anvinda tirningar som pa ett
tydligt sitt avviker frin vanliga tirningar.

Baserat pa pilotstudiens resultat och pa teorier om variationens betydelse
for lirande (Marton mfl, 2004), beslutade jag att eleverna i den niistféljande
studien skulle mota ett annorlunda par tirningar i varje ny spelomging, med
speciella likheter och skillnader mellan omgingarna. Dessutom ir sannolik-
heten mellan tva intilliggande summor med tvé vanliga tirningar vildigt lika.
Till exempel dr sannolikheten f6r summan sex 5/36, medan sannolikheten for
summan sju ir 6/36, vilket leder till en skillnad i sannolikhet pa endast 1/36.
Det finns diirfor stor risk att en kastserie med tva vanliga tirningar inte upp-
visar tillricklig skillnad mellan frekvenser, en skillnad som skulle kunna upp-
muntra elever att utveckla sina tankar om spelet.

Tarningar med annorlunda numrering

Jag utvecklade ett system med fyra olika uppsiittningar tirningar fér den nya
spelaktiviteten. Formen pé tirningarna var som vanliga tirningar, men de hade
numrerats pa speciella sitt enligt:

Omgdng 1 (gula tdarningar)

Tirningarna var numrerade med ettor och tvdor, férdelade som (111 222)
och (111 222). Symmetrin ger att de 36 mojliga utfallen (ordnade par) redu-
ceras till fyra lika sannolika utfall (L1), (1,2), (2,1) and (2,2). Baserat pa utfalls-
rummets sammansittning blir sannolikheten for de tre mojliga summorna

P(2)=P(#)=1/4 och P(3)=1/2.
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Omgdng 2 (roda tarningar)

Hir fanns tva olika tirningar, numrerade (222 444) och (333 555). Syftet
med designen vara att lita eleverna mota en sammansatt hindelse dir ett
utfall, i detta fall summan 7, kunde infinna sig pé tva helt olika sitt (2+5 och
3+4). Tirningarna ger fyra lika sannolika utfall: (2,3), (2,5), (3,4) och (4,5).
Summornas sannolikheter blir P(5)=P(9)=1/4 och P(7)=1/2.

Omgdng 3 (bld tdrningar)

De méjliga summorna ir hir samma som for det gula paret tirningar. Hir ir
dock sidorna markerade (1111 22) och (1111 22). Syftet var att utmana elevernas
uppfattningar om utfallsrum och sittet pa vilket detta paverkar resultaten av
ett slumpforsok. Denna design ger P(2) =4/6-4/6=16/36=4/9,P(3)=2 (4/6-2/
6)=16/36=4/9,P(4)=2/6-2/6=4/36=1/9.

Omgdng 4 (vita tdrningar)
Dessa tirningar var en blandning av de rdda och de bld tirningarna.

Tirningarnas sidor visade (2222 44) och (3333 55), som leder till sannolikhe-
terna P(5)=P(7)=4/9 och P(9)=1/9.

Varje uppsittning har tre mojliga summor. I de tva férsta omgingarna spelade
eleverna med 24 marker och i de tvé sista spelade de med 36 marker. Valet av
antalet marker grundande sig pa att eleverna exakt skulle kunna férdela mar-
kerna enligt proportionerna av antalet gynnsamma fall for respektive summa.
Antalet marker skulle emellertid ocksa gora det mojligt forelevernaatt uttrycka
eventuella likformiga ansatser; 24 (36) marker pa tre utfall kan férdelas jimnt
med 8 (12) marker pd varje utfall. Att mianniskor tenderar att hantera dven icke
likformiga slumphindelser som likformiga benimns i litteraturen som "equi-
probabilistic bias” (Lecoutre, 1992).

Det var ocksa viktigt att antalet marker var tillrickligt stort s att spelet
skulle kunna erbjuda eleverna avgérande information om frekvenserna. Med
stod i pilotstudiens resultat antog jag att om eleverna skulle bli utmanade av ett
spels frekvenser var det tvunget att summornas frekvenser visade pa en tydlig
skillnad. Att skillnaden mellan sannolikheterna for nirliggande summor skilde
sig 4t med s& mycket som 1/4 (omging 1 och 2) eller 1/3 (omgang 3 och 4) skulle
forstirka mojligheten att spelet visade tydliga skillnader mellan summornas
frekvenser.

Att ta fram majliga summor via extremvarden

Under aktiviteten formulerade de flesta av eleverna tva huvudsakliga problem.
Inledningsvis lade eleverna stor vikt vid att identifiera vilka summor som ir
mojliga. Liten vikt lades vid att diskutera huruvida summorna har olika chans
och om det dirfor vore limpligt att placera ndgra fler marker pa ndgon summa.
Under aktivitetens gang blev diremot frigan om skillnad i sannolikhet mer
och mer central i elevernas diskussioner.

Nir eleverna skulle urskilja méjliga summor utvecklade flera grupper vad
jag har kallat for en extremvirdesansats. Detta innebir att eleverna betraktade
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allasummor mellan den minsta och stdrsta som méjliga. T omgang tvi till exem-
pel identifierade eleverna summan 5 som den minsta och summan 9 som den
hogsta. De 24 markerna placerades direfter si jimnt som mojligt dver sum-
morna 5, 6, 7,8, och 9. Som vi ser ledde detta till att grupper hir i den andra
omgangen valde att placera pa utfall som inte dr mojliga, nimligen utfallen 6
och 8. Under sjilva spelet upptickte eleverna detta relativt snabbt och miss-
taget fick dem att i fortsittningen vara innu mera noggranna nir de utvecklde
och valde sina strategier for att vinna.

Att eleverna enbart fokuserade pa méjliga summor tror jag ir influerat av
deras erfarenheter av tirningsspel i vardagen. I vanliga sillskapsspel gors sil-
lan ndgra djupare analyser om olika utfalls sannolikheter. Diremot vill spe-
larna ofta ta reda pa vilka nummer de ska sl3, for att komma pa eller undvika
ett speciellt omrade pi ett spelbord. Tink tex pé situationer som uppstarispe-
let Monopol. Dessutom genererar inte vanliga tirningar, numrerade fran 1 till
6, luckor bland mdjliga summor. Vi kan dirfor anta att eleverna haft vildigt
liten, om ens ndgon, tidigare erfarenhet av tirningssituationer dir det kan upp-
std luckor bland summorna. De tar for givet att mingden av mojliga summor
ir utan luckor dven i den aktuella situationen. Har man som mal att separera
mdiliga summor frin omdjliga summor, och de enskilda tirningarna och sum-
morna saknar luckor i sin numrering framstar extremvirdesstrategin som bide
rationell och ekonomisk ur ett modelleringsperspektiv.

Sannolikheter enligt en nummermodell

I tredje ochfjirde omgingenindradeelevernaansatstillspeletoch borjaderikta
sin uppmirksamhet mot summornas chans. Eleverna noterade att staplarna
med marker férsvann olika snabbt och att de olika summorna kunde represen-
teras pa olika antal sitt. Bilden av summornas chans, dvs andelen gynnsamma
utfall for respektive summa, formade eleverna utifrdn en nummermodell. Med
denna modell matchas summornas chans mot de enskilda tirningarnas numre-
ring. Summorna virderades mot de bida enskilda tirningarnas sammanlagda
bidrag for att bilda respektive summa. Som en konkret illustration av modellen
kan nimmnas att eleverna i omgang tre ansdg att de borde fi summan tvé betyd-
ligt oftare in summan fyra, da det fanns betydligt fler ettor in tvdor pa tir-
ningarna. Strategin gir att jimfoéra med en generalisering av det Pratt (2000)
beskriver i fallet med vanliga tirningar som en symmetriresurs (eng fairness
resource); med vanliga tirningar uppfattas ofta summors chans som lika (eng
fair) eftersom utfallen pd de enskilda tirningarna ir lika troliga (fair). Genom
att tillimpa nummermodellen visade eleverna att de spontant tog hiinsyn till
och reflekterade dver antalet gynnsamma fall nir de resonerade om sannolik-
heter fér ssammansatta hiindelser.

Nagra avslutande tankar

Jag har hir diskuterat det tirningsspel som varit centralt i mitt avhandlingsar-
bete om elevers siitt att resonera om slump och sannolikhet. Jag har diskuterat
och motiverat det sitt pa vilket jag férindrat och utvecklat summaspelet. Min
forhoppning ir att denna diskussion kan fungera som stéd och inspiration niir
det giller att konstruera situationer som kan ge elever méjlighet att visa och
utveckla sin matematiska forstielse.
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Det ir framforallt tvd aspekter jag vill lyfta fram vad giller det undervisnings-
missiga virdet av summaspelet och hur det utvecklats. For det forsta ser vi att
vimed didaktisk design kan utmana elevernas forgivettaganden och f4 dem att
reflektera 6ver de matematiska principer vi vill att de ska forsta. Vi kan fi dem
attse pd ett fenomen pa ett nytt sitt som framstar som meningsfullt i den aktu-
ella situationen. For det andra kan vi som lirare anviinda denna typ av situa-
tioner som referenssituationer. Eleverna gor upptiickter i spelsammanhanget
som de och liraren kan utnyttja i den fortsatta undervisningen. Genom att
introducera centrala idéer for ett imne pi ett for eleverna meningsfullt siitt,
inte nddvindigtvis vardagligt meningsfullt, fir liraren mojlighet att kommu-
nicera och fordjupa forstielsen for ett innehall. Ta den kombinatoriska dimen-
sionen i spelet som ett exempel. Med utgiangspunkt i att eleverna under spelet
har observerat att vissa staplar férsvinner snabbare in andra har ldraren ska-
pat goda forutsittningar for att eleverna ska kunna ta till sig och forsta utfalls-
rummets betydelse fér hindelsers sannolikhet.
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Hur arbetar du med sannolikhet?

Namnaren vill gérna ha fler artiklar om undervisning i sannolikhetslara, for
eleverialla dldrar. Vad ar det som kan vara svart for eleverna att forsta? Vilka
erfarenheter fran vardag och lek kan vi utga ifran i undervisningen? Vilka
erfarenheter behéver vi skapa utrymme for?

Om du ér larare har du kanske exempel pa aktiviteter och lektionsforslag
som du kan presentera for ldsarna. Kontakta redaktionen om du vill ha
riktlinjer eller rad om artikelns utformning, namnaren@ncm.gu.se.
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