Strov

med Anders Tengstrand

Hur langt kan du rakna?

dmsom loper bekymmerslost i invanda banor och émsom lockas in pa

okiind mark. Men allt ir lustbetonat. Vandringen ir kravlds och maste
inte men kan resultera i 6kad {orstielse av delar av matematiken. I unika fall
kan strovtiget ge idéer som resulterar i nya rén som ér av betydelse for dmnets
utveckling. Mitt strovtag har inga sidana ambitioner. Under vandringen kopp-
lar jag samman resultat och teorier som jag métt under mitt liv som matema-
tiklirare. Som varje vandring har den en utgingspunkt men associationerna
kan fora langt frin den.

Min utgingspunkt ir en fraga jag fick av en elev vid ett besok i en tred-
jeklass i Tyringe i nordvistra Skdne. Ett av mina barnbarn hade bett mig att
beritta om min yrkesverksamhet for klassen. Liraren hade avsatt tid for det.
Jag pratade i en kvart och sedan fick klassen tillfille att stilla fragor. Till min
forvaning blev det en livlig diskussion. Naturligtvis forsokte de sitta mig pa
prov och bad mig rikna ut produkter av tvasiffriga tal. Jag minns att jag kla-
rade 69-71 men gick bet pa 74-87. Det blev ocksi en diskussion kring det
babyloniska talsystemet som liraren tagit upp i undervisningen. Men den
allra forsta fragan var Hur Langt kan du rikna? och jag later den vara utgings-
punkt for mitt matematiska strovtag.

"Hur langt kan du rikna?” Mitt svar var att det ir omdjligt att siga och jag
gav f6ljande forklaring: "Egentligen kan jag rikna hur lingt som helst. Om jag
sa till er att jag kunde rikna till en million s3 kan jag ju alltid fortsitta med en
million ett. Varje tal har ju en efterfoljare. Jag kan alltsa inte ange nigot slut
for min upprikning.” Jag associerar till ett axiomsystem for de naturliga talen.
Den italienske matematikern och logikern Giuseppi Peano publicerade i slutet
av 1800-talet en artikel om grundliggande egenskaper hos de naturliga talen
dir begreppet efterfoljare dr centralt. Han slar fast att varje tal ska ha precis
en efterfoljare och att tre andra villkor ska vara uppfyllda. De fyra forutsitt-
ningarna utgor grunden for aritmetiken. Genom att utg fran dem ir
det mojligt att hirleda djupa talteoretiska resultat. Det finns
en slags skonhet i detta. Ur fyra enkla villkor, som
kan forklaras for barn, kan man genom logiska
slutledningar hirleda resultat som ligger
vid forskningsfronten. Men den vand-
ringen kriver hirt arbete, envishet

och tid. Den ir inget strovtag, {

I E tt matematiskt strovtig dr en vandring i fantasins virld dir tankarna

Giuseppe Peano

jo f6r vettu att
varje naturligt tal har en
efterféljare 8ssd &r det sd att
tvd olika naturliga tal har olika
efterféljare. Jord, sd &re sa
att noll ju inte &r nén
efterfdljare ...
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"Hur langt kan du rikna?” Jag ir inte siiker pi att alla eleverna var ndjda med
mitt svar. Nigra verkade oforstiende. Kanske svarade jag inte pa deras friga.
Tal fascinerar barn. Jag kommer att tiinka pd Mozart och att han som barn helt
kunde g3 upp i matematiken: "Nir han Ioste rikneuppgifter blev bord, sto-
lar, viiggar och till och med golvet tickta av kritade siffror.” Barn vill ge talen
namn. De talar om millioners millioner. Det kanske inte var det enkla fak-
tum att varje tal har en efterfoljare som var svaret pa barnens friga. De kanske
ville veta hur stora tal jag hade namn for. Jag maste erkinna att jag ibland har
svart att ange antalet nollor i en billion, en trillion osv. Jag vet att ett tal som
skrivs med en etta f6ljd av hundra nollor kallas en googol. Fér det mesta ndjer
jag mig att tala om tiopotenser. Att beskriva stora tal ir ett gammalt problem.
Arkimedes, som levde pa 200-talet fore Kristus, tar upp det i den berémda
skriften Sandriknaren. Han utgdr frin den tidens astronomiska kunskaper
och kan med hjilp av avancerade geometriska resonemang gora en uppskatt-
ning av antalet sandkorn i universum. Han infor tal av olika ordningar och
hans metod férebidar det potensbegrepp som utvecklades nistan tvatusen ar
senare. Arkimedes uppskattade antalet sandkorn i universum till 10,

Med hjilp av tiopotenser kan jag alltsa skriva mycket stora tal. Talet 10
borjar med en etta och f6ljs av 63 nollor. I potensform tar det mycket liten plats
pi papperet men jag har svart att konkretisera det. Arkimedes Sandriknaren
ger en bild som jag har svirt att ta till mig. Tanken svindlar. Kanske blir det
littare om jag jaimfor det med ndgot annat stort tal. Jag gér en uppskattning av
det antal sekunder som en hundraéring levt. Ett &r som inte ir skottir omfat-
tar 365 dygn. Jag bortser till en borjan frin skottdren och hundradringen har
da levt i 36500 dygn och riknar vi om det i sekunder blir det 3153600000.
Det ir drygt 3 miljarder eller 3-10° sekunder. Storleksordningen dndras inte
om jag ligger till skottdagarna. Den dr mycket mindre in 10% och den ir det
dven om jag dvergdr till nanosekunder. Det gir 10° nanosekunder pa en sekund.
En hundrairing har allts3 levt i drygt 310" nanosekunder. Det antalet ir en
niistan forsumbar brikdel av antalet sandkorn i universum. Majligen 6kar den
insikten min kinsla {6r de stora talen en aning.

Jag kommer emellertid inte ifrdn att jag har svart att forestilla mig tal som ir
sa stora som 109, Har de nigon praktisk betydelse eller finns de bara pa pappe-
ret som symboler som konkretiseras med kurisa tankeexperiment? Jag kom-
mer att tinka pd handelsresandeproblemet. En handelsresande ska besoka ett
antal kunder. Varje kund ska besokas precis en ging och tiderna det tar mel-
lan varje par kunder ir kinda. Hur ska resan planeras for att tidsatgangen ska
bli minimal? Det ligger nira till hands att gi igenom
alla méjligheter och vilja ut den minsta. Det liter
sig litt géras om antalet kun-
der ir relativt litet. Om anta-
let kunder ir tre ska sex olika
rutter jimforas och det ir ju
overkomligt. Detsamma gil-
ler om antalet kunder ir fyra.
Di finns 24 mojligheter. Men
vad hinder om antalet kunder
ir 50?7 D3 #r antalet rutter

DET AR SALUNDA
TYDLIGT ATT SANDKORNENS
MANGFALD AR MINDRE AN
TUSEN MYRIADER AV DE ATTONDE
TALEN, SA DET SA!

Arkimedes
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lika med produkten av de 50 forsta naturliga talen. Min miniriknare siger
att den ir av storleksordningen 106, som ir i trakten av Arkimedes uppskatt-
ning av antalet sandkorn. Antalet berikningar som méiste goras ir alltsi oer-
hort mycket fler in antalet nanosekunder som en hundradring levt. Det beriik-
ningsarbetet ir naturligtvis praktiskt omgjligt att genomféra dven om man har
tillgdng till en aldrig s snabb dator. Handelsresanden bekymrar sig nog inte
om det utan anviinder sin erfarenhet och sin intuition. Men frigan aktualisera-
des under andra virldskriget dd man med matematisk metodik ville minimera
kostnaderna for flygrutter mellan ett relativt stort antal platser. Att jimfora
alla mojliga rutter dr tydligen ingen framkomlig viig. Metoden iir for grov. Finns
det ett smartare sitt som pa dverkomlig tid alltid leder fram till resultatet? Det
vet man faktiskt inte. Ingen har hittills hittat en sidan metod. Det kanske inte
finns ndgon. Handelsresandeproblemet har praktiska tillimpningar men ir
ocksa av stor principiell betydelse. En 16sning skulle ge svar pa grundliggande
fragor inom berikningsteori.

Det ir oftast besvirande att de berikningar som krivs for att 6sa ett pro-
blem ir s minga att det ir praktiskt omdjligt att genomféra dem. Ibland kan
det emellertid — som vid kryptering — vara en fordel. Ett krypto ir sikert om
man for att forcera det maste testa ett si stort antal mojligheter att beriik-
ningsarbetet i praktiken inte gir att genomfora. Det ir bra for den som kryp-
terar men inte for kodknickaren. Det fick den engelske mate-
matikern och logikern Alan Turing och hans team erfara nir
de skulle forcera tyskarnas kryptomaskin Enigma. De f{or-
sokte konstruera en maskin som skulle prova ett mycket stort
antal mojligheter pi en begrinsad tid. Det lyckades forst niir
de far information om att bla Heil Hitler
finns i ingressen till varje meddelande. D4
kunde antalet mojligheter reduceras kraf-
tigt och problemet losas. Alan Turing ir
legendomspunnen och det har till och med
gjorts en spelfilm om honom. I en artikel
fran slutet av 1930-talet konstruerade han
en abstrakt “maskin” som numera kallas
Turingmaskin. Tankarna bakom den var av
avgorande betydelse di den forsta fysiska
datorn konstruerades i slutet av 1940-talet.
Idag dr Turingmaskinen ett viktigt redskap
vid teoretiska studier om komplexiteten av
olika berikningsmetoder.

Talet 10% dr stort men det ir lingt till oindligheten — den mystiska oiind-
ligheten. De naturliga talen ir oéndligt manga. Hur stora tal jag dn skriver
upp sa finns det alltid ett som ir stérre. Ar odindligheten ett tal som man kan
rikna med? Jag ridde alltid mina studenter att inte gora det. Det kan med-
fora bekymmer. Men det ridet hade inte den tyske 1800-talsmatematikern
George Cantor lyssnat till. For honom verkade oindligheten vara en realitet.
Han inforde tal, som han kallade kardinaltal, fér att karakterisera olika grader
av odndligheter. Den enklaste oindliga mingden bestir av de naturliga talen
och den tilldelas kardinaltalet alefO.

Alan Turing
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Georg Cantor

alefl Tva mingder har samma kardinaltal om talen

i de bdda mingderna kan paras ihop tvi och
tvd s att varje tal i den ena mingden svarar
mot precis ett i den andra och omvint. Det var
en ging i tiden en uppenbarelse fér mig att de
rationella talen ocksd har kardinaltalet alefO.
De reella talen har diremot ett storre kardinal-
tal, alefl. Cantor visade hur man kunde rikna
med kardinaltalen och skapade en transfinit
aritmetik. I motet med den upplever jag att
matematiken inte har nigra grinser. Den ska-
pasi vér fantasi, men samtidigt som det finns en
frihet att bilda nya begrepp och strukturer, méste teorierna inordnas i stringt
logiska system. Om fragan "Hur lingt kan du rikna?” omformuleras till "Hur
stora tal kan du rikna med?” skulle jag efter att ha studerat Cantor svara "Jag
kan rikna med oiindligt stora tal.”

Dir slutar mitt strovtdg. Jag tycker mig ha kommit tillbaka till startpunk-
ten. Vad har min vandring gett mig? Jag har aterigen fatt fundera dver fragor
som intresserat mig under mina ar med matematiken. Jag inser pd nytt att trots
att matematik ir en mycket gammal vetenskap sa ir den fortfarande under
stark utveckling och att den kan ge upphov till abstrakta fantasifulla kon-
struktioner. Jag slds av att en friga frin ett niodrigt barn ger upphov till funde-
ringar kring aritmetikens grunder, olésta problem inom beriikningsteori och
Cantors transfinita aritmetik. Den tanken ger mig en smula vederkvickelse.
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