RITA BARGER

Att anvanda tankenotter for att
utveckla kritiskt tankande

Framgdngsrik problemldsning kraver att man har tillgang till olika
strategier och att man har ett matematiskt och kritiskt tankande. Detta
kan utvecklas genom ett strukturerat arbete med tankenétter.
Artikeln behandlar amerikanska forhallanden.

et var linge sedan det var accepta-
Dbelt att lira elever firdigheter och

operationer utan forstdelse. I var
krympande virld ricker det inte att eleven
ar skicklig i att utfora berikningar. Ingen
minniska skriver i sin meritférteckning att
hon eller han kan utféra l&ng division med
flersiffriga ndmnare eller att hon eller han
ar duktig i brékrakning. Den sortens fardig-
heter tas fér givna. Dagens arbetsgivare so-
ker personer som kan lésa problem, tinka
kritiskt och férklara hur de tinker.

Sedan 1980 nir National Council of
Teachers of Mathematics, NCTM publice-
rade sin Agenda for action har problemlds-
ning varit grundliggande f6r matematik-
undervisningen. Aven det epokgorande
dokumentet Curriculum and evaluation stan-
dards (NCTM, 1989) och det senaste doku-
mentet Principles and standards for school
mathematics (NCTM, 2000) lyfter fram be-
tydelsen av problemlésning.

Men vad menar vi egentligen med pro-
blemlésning? Det 4r mycket mer #n for-
méigan att 16sa textproblem. Det inbegri-
per problem eller uppgifter som inte &r
rutin, dvs sddana som eleven inte redan kan
en procedur fér. Det kriver att eleven kan
tinka klart och utnyttja ett antal olika ma-
tematikomraden, sitt sunda férnuft och ti-
digare kunskaper. Ett riktigt problem tving-
ar eleverna att ldgga tid pa att att arbeta och
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tanka. Ett riktigt problem kan ofta 16sas pa
flera olika sitt-vissa elegantare 4n andra.
Vért jobb som matematiklirare r att hjil-
pa eleverna att lira sig hur man tacklar och
l6ser ett problem.

Jag hivdar att en daglig anvindning av
tankenétter i undervisningen #r en strategi
som hjilper eleverna att utveckla bade kri-
tiskt tinkande och problemldsningsfirdig-
heter. I denna artikel beskriver jag hur detta
kan g till. Jag ger exempel pd tankenétter
som jag har anvint och hur eleverna 16ste
problemen. Jag vill understryka att tanke-
nétter kan anvindas pé alla stadier, fran for-
skola till universitetsniva.

Jag vet att det hir dr en strategi som
fungerar. Fér négra ar sedan, nir Missou-
ri genomférde ett forsok med ett test som
skulle ges till eleverna i &rskurserna 4, 8 och
10, undervisade jag i konsumentmatema-
tik och algebra i &rskurserna 10-12. P den
tiden ingick algebra vanligen i arskurs 9, sd
mina klasser som innehéll lite dldre elever
kunde beteckas som lagpresterande. Nistan
alla mina elever hade tidigare misslyckan-
den i matematik och liste nu om kursen foér
att kunna f3 sin examen.

Det &r latt att forestilla sig vad jag kinde
nir min rektor meddelade att resultaten inte
skulle slds ihop utan redovisas for varje lira-
re s& att vi kunde fa férdel av goda resultat.
"Visst”, tinkte jag f6r mig sjilv, ” mina vinner




och kollegor har undervisning pa mer avance-
rade niver. Deras elever har redan list algebra
och geometri. Sjilvklart kommer de att lyck-
as bittre dn mina elever. Och jag kommer att
framstd som en pinsamt dalig lirare.”

Vid resultatredovisningen visade det sig
férvénansvirt nog att mina elevers poing lag
pé samma nivé som alla andras. Laddagram-
met &ver problemldsning sa allt. Morrharen
var stora och tickte hela skalan. Lddan med
medianen 13g helt i mitten. Jag dr évertygad
om att mina elever klarade att 16sa problem
som andra, mer hégpresterande elever und-
vek, pé grund av att jag dagligen anvint mig
av tankendtter.

Tankenotter

De tankenétter man anvidnder bér inte ha
négon koppling till det aktuella matematik-
omrédet. Tankendtterna utvecklar det nod-
viandiga kritiska tinkandet just f6r att de inte
bygger pa en instruktion man nyligen fatt.
Det innebir att eleverna tar sig an problemen
utan négra férutfattade idéer om hur de ska
16sas. De tar helt enkelt med sig sin matema-
tiska bakgrund och de strategier de har ut-
vecklat in i en ny situation. Jag anvinder inte
heller tankenétter fér att utvirdera tidigare
inldrda begrepp och firdigheter. Det finns
andra sitt att genomféra utvirdering.

Ménga av mina kolleger anvinder sig av
Veckans problem som ir komplexa och svara.
Sjilv undviker jag dven dessa. Ett mal med
attanvinda tankendtter dr att motivera elev-
erna att tinka matematiskt och ge dem till-
tro till sin matematiska férmaga. Det ir inte
motiverande fér elever som tidigare miss-
lyckats i matematik att f3 ett problem och f&
veta att de har "en hel vecka” pa sig att 16sa
det. Dessa elever antar att om det ska ta en
hel vecka att 16sa ett problem s kommer de
aldrig att klara det, med paféljd att de inte
ens forsoker. Med dagliga tankenétter dr det
inte lika troligt att de blir blockerade.

Jag viljer tankenétterna noggrant sa att
de flesta av mina elever kan lyckas om de
lagger lite tid pd dem. Jag tror alltsd att elev-
er som regelbundet arbetar med problem
som de inte fatt ndgon instruktion fér lyck-
as av tva skil: De bérjar tro att de kan 16sa
problemen, och de utvecklar strategier for
att komma igéng.

Metodiken

Bérja med tankenétter som nistan alla kan
knicka. Knepet hir dr att hitta uppgif-
ter som inte verkar alltfor elementira eller
barnsliga. De flesta elever blir férolampade
om de tycker att de far uppgifter som ligger
mycket under deras &rskurs. Man kan bérja
med ett berikningsproblem som f&ljande:

Skriv ett uttryck som ar lika med 1
genom att anvanda exakt fyra 4:or
och inga andrasiffror.

Detta ir ett av de berémda problem som kan
forstas och bearbetas av elever pa alla stadi-
er. Yngre elever kan tex foresld 16sningar
som 44/44 eller 4/4x4/4. Aldre elever bor
uppmuntras att 16sa det pd mer 4n ett sitt.
De skulle kunna anvinda kvadratrotter, ex-
ponenter, trigonometriska funktioner och
faktorer. Dessutom kan problemet f6rénd-
ras pa ett antal olika sitt. Andra antalet 4:or
som kan anvindas; dndra antalet uttryck
som ska vara lika med; dndra 4:or till ndgon
annan siffra. Till och med universitetsstu-
denter kan bli intresserade av att hitta ut-
tryck fér alla tal fran 1 till 100 genom att
bara anviinda fyra 4:or t gdngen. Jag hade
en gang en elev som loste det ursprungliga
problemet pa 26 olika sitt - hittade 26 olika
sitt att skriva uttryck som &r lika med ett
genom att anvinda fyra 4:or. Matematiken
i uppgiften ir inte svdr, men dess 6ppenhet
gor att elever i alla dldrar kan arbeta med
den.

Lir inte dina elever hur man knicker
tankenoétter. Vilj i stillet varje dag ut négra
elever som 15ste gardagens problem med
hjilp av olika strategier och be dem redovisa
sina losningar for klassen. Varje ny strategi
ger 6vriga elever ytterligare ett mojligt sétt
att 16sa framtida problem. Det kan ocksa fa
eleverna att inse att det finns olika vigar till
framgéng, och att ett sitt inte nédvindigt-
vis dr bittre 4n ndgot annat. Visserligen kan
jag som ldrare tycka att vissa strategier ir
elegantare 4n andra, men samtliga redovisa-
de strategier leder till ett korrekt svar. Detta
ir en insikt som stirker elevernas sjilvfor-
troende. Det kan ocksa vara si att l3gpres-
terande elever har insikter som gér deras
l6sningar unika. Nir en elev som vanligtvis
klarar sig daligt i matematik lyckas losa ett
problem pé ett sitt som ingen annan tinkt
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pa stirks hans/hennes matematiska sjilv-
fortroende. Detta dr i sig starkt motivations-
héjande.

Planera noga i vilken ordning eleverna
far redovisa. Borja med den mest uppenba-
ra metoden —vanligtvis den minst eleganta
metoden. Det handlar ofta om att gissa och
kontrollera. Forr gjorde vi véra elever otjins-
ten att antyda att gissa och kolla inte dr en
bra problemlésningsstrategi. I var iver att
lira eleverna att tinka i stillet for att bara
gissa har vi berdvat dem ett kraftfullt verk-
tyg. Man behéver bara betona kontrolldelen
av gissa och kontrollera fér att hjilpa elever-
na att bli bittre probleml&sare.

Om den férst redovisade elevstrategin ska
vara den minst komplexa ska den sista redo-
visningen vara den matematiskt mest sofis-
tikerade. Detta kommer att sporra de dukti-
gaste eleverna att utveckla starkare metoder
samtidigt som problemen fortfarande ir
uppnéeliga f6r de svagare eleverna i klas-
sen. Elever som inte klarade att 16sa proble-
met blir uppmuntrade av att se klasskamra-
ter 16sa dem. Elever som 16ste problemet pa
ett sitt uppticker snabbare eller ovanligare
metoder. Under loppet av ett ldsdr kommer
eleverna att utveckla ett stort antal strate-
gier som de kan dra nytta av i nya och ovana
situationer.

Oka gradvis tankendtternas svarighets-
grad. Nir man borjar anvinda tankendtter
ar det viktigt att eleverna far lyckas, annars
kommer de att sluta foérsoka. Nir man vil
lyckats 6vertyga dem om att de faktiskt kan,
sd kommer de att ge sig i kast med proble-
men. Nir man sedan okar svarighetsgraden
kan man konstatera att eleverna fortsitter
att bearbeta och l6sa dem. Det hir ir ett
fantastiskt exempel pd hur man kan anvin-
da Vygotskys (1978) ndrmaste utvecklingszon
(proximal zone of development).

Anknyt arbetet med tankendtterna till
matematisk problemlésning. Det dr kopp-
lingarna som #r avgdrande. En stor del av
undervisningen bestdr i att lira eleverna att
generalisera och att tillimpa sina kunskaper
i nya situationer. Det 4r genom detta man
méangdubblar tankenétternas kraft.

Enligt Polya (1945) ar det forsta steget i
problemldsning att foérstd problemet, och
det r det enda man behover tinka pa nir
man presenterar ett nytt problem. Jag fragar
alltid om det 4r nagon som har nagon fraga
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om uppgiftens innehdll. Eleverna lir sig
snabbt att vissa fradgor kan begrinsa deras
mojlighet att 16sa problemen. Alltsd lir de
sig att bara stilla viktiga och klargérande
fragor. En tankenét kan t ex lyda s hir:

Skriv sa manga talpar som mojligt vars
produkt ar 20.

De flesta elever skriver kanske 1 och 20, 2
och 10 och 4 och 5. Den matematiske tin-
karen lidgger till 1,25 och 16 eller 12 och 1%4.
Nir eleverna vil har bérjat tinka pd svar i
brak- eller decimalform kommer en helt ny
lista pa tal att dyka upp.

Om ingen har ndgon friga om dagens
tankendt fortsitter jag med den planera-
de lektionen. Eventuella missuppfattning-
ar diskuterar jag nista dag nir losningarna
presenteras.

Polyas andra och tredje steg—att géra en
planering och att genomfdra den -ar de steg
vi arbetar bist med i undervisning och inlir-
ning. De kréver inte s mycket diskussion.
Hans fjirde steg-att se tillbaka—ir emeller-
tid mycket viktigt och gléms ofta bort i un-
dervisningen idag. Nir eleverna har 1st ett
problem bor de ga tillbaka och se om deras
svar dr rimligt och om det stimmer med pro-
blemets villkor. Detta ir ett viktigt steg i varje
situation eller utvirdering. Om eleverna vin-
jer sig vid att gora detta med sina tankendtter
sd kan de ocksa ga tillbaka nir de har arbetat
med andra problem och dirigenom undvika
de férhatliga onddiga slarvfelen.

Sitt upp en affisch med problemlds-
ningsstrategier och hinvisa till den s8 ofta
som mojligt. Som jag ndmnde ovan ir det
forvanande hur méanga elever som faktiskt
tror att gissa och kontrollera inte ir tilla-
tet pd matematiklektionen. Nir tva eller tre
elever presenterar sina losningar bér man
diskutera med klassen vilka problemlés-
ningsstrategier fradn affischen som de har
anvint. Om man hela tiden hinvisar till af-
fischen kommer eleverna att bérja tillimpa
en stdrre variation av problemlésningsstra-
tegier. Tankendétterna gor sjilva strategierna
littare att begripa och komma ihag.

Uppmana alltid eleverna att férséka be-
arbeta problemen pa fler 4n ett sitt. Om de
arbetat med en tankenét genom att gissa
och kontrollera kan man be dem rita en bild
eller gora en lista eller stilla upp en ekva-
tion. Nir eleverna arbetar med problemet




pa andra sitt uppticker de ofta fel som de
gjorde férsta gdngen. De kan ocksd komma
pa att en annan metod kan vara mer sofisti-
kerad eller elegant och pa det siittet se ndgot
av matematikens kraft.

Att betygsatta tankenotter

Det finns manga olika sitt att bedéma ar-
bete med tankenétter, s3 man viljer den
metod man sjilv tycker fungerar. Jag tycker
att det dr viktigt att faktiskt sitta betyg pa
uppgifterna, eftersom eleverna verkar tycka
att det man inte fir betyg pé inte heller ir
viktigt. Att sitta betyg pa tankenétterna
ger dem betydelse.

I mina klasser brukar jag ha som krav att
eleverna ska uppna ett bestdmt antal tanke-
nétspodng per bedémningsperiod. Poing
utéver det riknas som extrameriter. En bra
tumregel dr att18ta tankendtterna vara virda
sammanlagt 15 poing. Om man har 45 lek-
tioner under en bedémningsperiod innebar
det att en elev bara behéver 16sa en tredje-
del av problemen. Det kinns inte lika over-
stigligt som kravet att l6sa alla problem.

Jag ger ett poing fér varje ritt svar och
skriver helt enkelt "nej” pé ett papper som
har ett felaktigt svar. Jag kriver inte att
eleverna ska skriva ned problemet, date-
ra papperet eller redovisa sina tankegdngar
(de flesta gor det 4nd8). Sedan r jag frikos-
tig med poing om ndgon bearbetar proble-
met pa fler 4n ett sitt, om jag hittar sirskilt
kreativa och ovanliga losningar eller om
négon visar prov pa bra tdnkande. Ibland ger
jag extrapoidng for en tydlig forklaring eller
till och med for ett gott forsok. Mitt mal ar
att locka eleverna att forsoka sig pa proble-
men. P4 det hir sittet behéver jag inte ligga
sd mycket tid pa rittning. Jag behéver inte
ga igenom elevldsningarna och leta efter fel
utan forlitar mig pé att diskussionen nista
dag ger den &terkoppling som behdovs.

Detkanske viktigaste med mitt sittattar-
beta med tankendtter dr att jag skjuter fram
arbetet med att anteckna resultat till slutet
av bedémningsperioden. Jag triffar ofta s
manga som 150 elever per dag. Att anteckna
poing pa tankenétterna for s ménga elever
varje dag skulle ta alltfor mycket tid. I stil-
let ber jag eleverna att spara sina betygsatta
tankenétter. De far hifta ihop dem, rikna

det antal podng de fatt och skriva poing-
summan pé forsta sidan. Allt jag behover
gora ir att rikna podngen och se om min
summa stimmer med elevens. P8 det sittet
behover jag bara anteckna poing en géng.

Vanliga fragor

Var hittar man bra tankendétter? De finns
overallt. Det littaste dr att Googla pa tan-
kenotter (brain teasers). Man far tusentals
traffar. Man kan ocksé formulera egna efter
monstret av dem man hittar i bocker eller
pé internet.

Vad gér man om eleverna tar med sig
egna tankendtter? Det ér jattebra. Anvind
dem. Det 4r mycket motivationshéjande fér
eleverna att se sina problem anvinda.

Vad gér man om ndgon kommer med ett
problem som jag inte kan 16sa? Det dr fan-
tastiskt! Nidr man talar om for eleverna att
man inte kan svaret innebir det att detta dr
OK #ven fér dem. Nir de ser att man arbetar
med problemet tillsammans med dem inser
de att man inte alltid behéver bli undervi-
sad i matematik — man kan komma fram
till saker sjilv. Om négon av eleverna 16ser
problemet fére liraren stirker det eleven,
och det visar for hela klassen att den dldsta
eller mest vilutbildade inte alltid 4r den som
l6ser problemet forst.

Eleverna fér inte samarbeta om tanke-
nétterna. En av mina regler i klassrummet
ir att om jag hoér det ritta svaret eller om
jag hor att elever samarbetar om problemet
sd "stinger” jag for dagen och ingen tillats
att limna in ett svar eller f& poing for det.
Egentligen vill jag bara férhindra att en elev
loser problemet och att andra kopierar 15s-
ningen och fir podng. S& ofta bortser jag
fran stillsamt smaprat om matematik och
hur problemet ska 16sas. Det dr ju faktiskt
detta jag vill att mina elever ska gora-—att
tinka och kommunicera matematiskt. Det
hinder ibland att jag stillsamt och diskret
far pdminna elever om att de inte ska samar-
beta om problemen. Och om jag en gdng har
"stingt av” ett problem sd blir eleverna yt-
terst férsiktiga med att samarbeta.

Far eleverna ta igen tankendtter om de
varit frdnvarande? Nej, eftersom de far s
manga tankendtter och eftersom jag ofta
ger flera poiang for ett enda problem och
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eftersom eleverna bara behéver {3 ett visst
antal poing fér tankenétter sd spelar det
ingen roll om de missar ett enstaka problem.
Man kan alltid 16sa nista pa mer 4n ett sitt
och tjina extrapoidng som kompensation fér
franvaron.

Ett sista tips: Ha alltid tankendten till-
ginglig i original i samband med att uppgif-
ten limnas tillbaka och diskuteras. Jag bru-
kar skriva uppgiften pa tavlan och lata den
std i tva dagar eller ocksé kopierar jag den
och delar ut. Om man inte gér ndgot i den
hir vigen kan elever argumentera linge och
hogljutt om vad de tyckte att det stod i upp-
giften och varfor deras svar ar ritt.

Sammanfattning

Att anvinda tankenétter pa det hir sittet
Svertygar eleverna om att de kan 16sa pro-
blem som de aldrig traffat pa tidigare. Det
forser dem med ett stort antal strategier
som kan tillimpas pé alla slags problem i
framtiden. Det lir dem att de kanske maste
"leka” lite med problemet innan de kom-
mer pa hur det ska angripas. Det ger elever
pa alla firdighetsnivier méjlighet att lyckas.
Man kan tex ge de duktigaste eleverna en
utmaning genom att be dem skriva en ek-
vation eller 16sa problemet pé ett mer sofis-
tikerat sitt. Det dr helt enkelt s8 att den hir
metoden lir eleverna att tinka matematiskt
och kritiskt.

Nagra tankenotter

Pa en balansvdg vager en hel choklad-
kaka jamnt med 4/5-dels kaka och en
10-gramsvikt. Vad vager hela kakan?

Det hir problemet har elever 16st genom att
rita en bild eller stilla upp en ekvation.

En maskerad man ranade en bank. Han
flydde fran platsen pa en motorcykel
klockan 08.00 pa morgonen med en
genomsnittshastighet pa 30 kilometer
i timmen. Polisen som jagade honom

akte fran banken klockan 08.03 pa mor-
gonen och héll en genomsnittshastig-
het pa 60 kilometer i timmen. Vid vilken
tidpunkt kunde polisen gripa ranaren?

Eleverna har 16st det hir problemet genom
att gora listor pa tider for varje person och
letat upp férsta tillfillet da de sammanfoll.
De har ocks3 ritat bilder, anvint en tallinje,
gissat och kollat och skrivit ett algebraiskt
uttryck.

John har tre broder fler an han har syst-
rar. Hur manga fler bréder an systrar har
hans syster Mary?

Bland 16sningsstrategierna mirks att rita
bilder, stilla upp en ekvation, gora en tabell,
16sa ett enklare problem och att anvinda lo-
giskt resonemang.

Pa ett gungbrade vager 3 ekorrar jamnt
med 2 krdkor och 3 rédhakar. 2 ekorrar
och 2 krdkor vager helt jamnt med 3 kra-
kor och 3 rodhakar. Hur manga krakor
vdger jamnt med 1 ekorre? Hur manga
rodhakar vager jamnt med 1 ekorre?

Eleverna har anvint sig av gissa och kontrol-
lera, rita bilder, stilla upp ekvationssystem
och anvidnda matriser.

LITTERATUR

National Council of Teachers of
Mathematics (1980). An agenda for action:
Recommendations for school mathematics of
the 1980s. Reston, VA: NCTM.

National Council of Teachers of Mathematics
(1989). Curriculum and evaluation
standards for school mathematics. Reston,
VA: NCTM.

National Council of Teachers of Mathematics
(2000). Principles and standards for school
mathematics. Reston, VA: NCTM.

Polya, G. (1945). How to solve it: A new aspect
of mathematical method. Princeton, NJ:
Princeton University Press.

Vygotsky, L.S. (1978). Mind and society: The
development of higher psychological processes.
Cambridge, MA: Harvard University Press.

24 NAMNAREN NR4-2008



