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Varfor ar det sa svart att rakna ut
hur lang tid det tar nar vi hjalps at?

Trosklar i elevers utveckling av
proportionella resonemang

Elever har ofta svart att |6sa problem som bygger pé enkla forhallanden, som
nar de far veta hur tva delar forhaller sig till varandra men inte far ndgon helhet
given. Har beskrivs varfor det dr svart, hur de kan tdnka om sddana problem
och hur ldrare kan undervisa sd att eleverna forstar strukturen i dem.

an dina elever multiplicera ensiffriga tal? Kan de dividera med 10? Fint! D4
finns de procedurkunskaper som krivs for att 16sa foljande problem:

Det tar sex timmar for Lisa att mdla en vdgg. Sara malar samma vagg pa fyra
timmar. Hur 1dng tid tar det om de hjalps at?

Sa litt det verkar vid en forsta anblick! Trots det fir minga elever kimpa hart
for att reda ut hur lang tid det kommer ta for Lisa och Sara att mila viggen.
Innan du liser vidare, ligg artikeln 4t sidan och 16s problemet sjilv. Men vad ir
det egentligen som sitter krokben for elever och andra, som inte far styr pa sin
utrikning? Gar det att bena ut vad som ir pudelns kiirna? Jo faktiskt, med stod
iartionden av forskning gar det vaska fram nigra centrala trosklar for elevernas
utveckling av proportionella resonemang. Och som s ofta ir det just resone-
manget som ir kruxet, inte berikningarna.

Det ir skillnad pd del:delfirhillanden och del/helhet-brik. Innan vi
fortsitter nysta i de undervisningstekniska effekterna av detta pastiende ir
det pa sin plats med ett fortydligande. Vi gor skillnad pa forhéllanden, del:del,
och brik, del/helhet, i linje med hur dessa begrepp beskrivs i forskningsartiklar
skrivna pa engelska. Nu anviinds inte brik (eng fraction) i samma betydelse i
svenska lirobdcker och om det #r bra eller
diligt later vi vara osagt. Forestill dig en klass
med 30 elever, dir 16 elever ir flickor och 14
pojkar. Forhdllandet mellan antalet flickor
och pojkar ir 16:14. Relaterat till hela klassen
kan vi i brdkform uttrycka att det finns 16/30
flickor och 14/30 pojkar. Forskning har visat
att elever runt om i virlden har problem med
att reflektera dver konsekvenserna av dessa
olika relationer. Sirskilt uppenbart blir det niir
vi ber vira elever [6sa médlarproblemet ovan.
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Resonemang om problemets 16sning

L4t oss tillsammans resonera oss igenom en losning av problemet, for att identi-
fiera effekterna av forvirringen vid del:del och del/helhet. Vi beskriver nu 16s-
ningen som en linjir process, men alla lirare vet att problemldsningsprocesser
i allminhet upptrider som ett virrvarr. Man kan siiga, att om inte problemlos-
ningsprocessen ir ett virrvarr s ir det inget problem, per definition. S3,1 var
fiktiva linjira 16sning kommer foljande att ske: Forst och frimst inser eleven
att Sara ir den snabbare och att Lisa ir den lingsammare av de tvd malarna.
Direfter dr det limpligt att stiilla upp en hypotes, en kvalificerad gissning, om
att tiden rimligtvis méste vara kortare dn snabba Saras tid for att méla viggen
sjalv. Forvanansvirt minga av véra elever har glatt redovisat svar som ir lingre
in de fyra timmar snabba Sara anvinder for att utfora arbetet ensam! Siledes
inte mycket hjilp frin Lisa. Hir 4r det pa sin plats att vi ir sjilvkritiska som
lirare och fragar oss vad vi gor med véra elever nir de inte ens orkar reflektera
dver sina svar. Till vilken grad har vi egentligen trakat ut dem genom aren?

Den inbordes relationen

Tillbaka till de matematiska resonemangen. Vad som hiinder nu ir att eleven
beaktar den inbérdes relationen mellan Sara och Lisa, som #r 4:6, och konsta-

terar att nir snabba Sara har malat 6 delar av viiggen sd ir de reste-
rande 4 delarna firglagda av den lite lingsammare Lisa.

Detta ir ett intressant steg i resonemanget. Saras och Lisas
del:del-forhillande miste relateras till en helhet av tid, for att
eleven ska kunna fora resonemanget i méal och slutligen avgéra hur
lang tid malandet kommer att ta. Den som féredrar att arbeta efter
principen det enklaste resonemanget dr oftast det béista (Occams
rakkniv) kommer bunta ihop 6 och 4 och relatera méalandet till
helheten 10. Aven om detta ser 15jligt enkelt ut vill vi hivda att nir

i o, det kommer till resonemangskompetens iir detta det svdraste ste-
' ‘3 e

get ildsningen av problemet. Nu kan eleven dra slutsatsen att Sara

Svar: Ok bar 2h eoh 24 min. | o651 6/10 och Lisa 4/10 av det totala malningsarbetet.

Eftersom de milar tillsammans och blir klara samtidigt behover vi
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bara rikna ut hur ling tid det tar for en av dem att mala sin andel.
Snabba Sara kommer bara att anvinda 6/10 av sin "ensammalartid”, 4 timmar,
dvs 6/10-4=24/10=2,4 timmar. Nu ir vi niira viigs inde. Aterstar bara ett krux,
att omvandla 0,4 timmar till tid i sextiobas: 0,4-60=4-6=24 (hall babylonierna
ansvariga for det). Det tar alltsa 2 timmar och 24 minuter niir Sara och Lisa hjilps
at. Det verkar rimligt — eller hur? Till exempel kan man inse att om bida var for
sigmalade pd 5 timmar s skulle det ta 2 timmar och 30 minuter fér dem bada till-
sammans. Nu ir de tillsammans lite snabbare.

Det gir naturligtvis lika bra att resonera ur lingsamma Lisas perspektiv.
Alltsd, Lisa kommer bara behdva mala 4/10 av sin tid eftersom Sara samtidigt
har betat av 6/10. Nu nir vi l6sningen genom att berikna 4/10-6 (Lisas malar-
timmar)=2,4 timmar.

Procedurkunskaper

Lit oss titta pd de matematiska procedurerna i losningen. Eleven beho-
ver kunna multiplicera, 4-6=24, samt dividera, 24/10=24. Direfter kom-
mer dvergdngen {rin tid i decimalt system till antal minuter pa sextiobas. Det
senare steget ir av underordnad betydelse jimfort med att korrekt resonera
(och riikna) sig fram till 2,4 timmar; ett svar som forhoppningsvis tillfredstiller
de allra flesta lirare.




Ett lektionsforslag

Lt oss d4 aterviinda till rubriken. Varfér har sd mdnga elever svirt att rikna
ut hur lang tid det tar om vi hjilps dr? Skiilet dr att manga lirare inte belyser
den konceptuella betydelsen av del:del-férhallanden respektive del/helhet-
brak. Om du vill hjilpa dina elever att passera denna troskel ger vi nu ett for-
slag till undervisningsdesign. Vi vill inte att du betraktar detta forslag som ett
recept att folja. Tvirtom, se det som inspiration och anpassa till din kontext,
dina elever och era klassrumsnormer.

Virt forslag dr att du inom ramen for en lektion forst later eleverna arbeta
enskilt med ett problem som kriver att de skiftar mellan att relatera del:del-

forhallanden till del/helhet-brik, under en fjirdedel av lektionen.

Variera problemet

Den problemtyp som exemplifieras med malarproblemet i inledningen
och med ett poolproblem i slutet kan varieras pa olika sitt. Dels kan natur-
ligtvis kontexten bytas ut. Om det ir en pool som fylls, en viigg som malas
eller nigot liknande som sker, spelar ingen roll fér den matematiska struk-
turen i problemet eller for vilka resonemang som kan anviindas nir man
loser det. Svarighetsgraden i problemet beror till viss del pa ingaende for-
hallanden. Om tva personer malar lika snabbt férsvinner i princip hela sva-
righeten, det blir inte lingre samma problemtyp. Det enklaste fallet som
representerar problemtypen dr om Sara mélar pa 1 timma och Lisa pa 2
timmar. Riknandet blir enklare, men det blir faktiskt ocksa lite enklare att
komma pi l6sningen och tinka sig hela viggen som bestiende av tre delar.
En avsevirt svdrare utveckling av problemet ir att blanda in tre personer:

Susanne klipper en fotbollsplan pa 4 timmar. Muhammad klipper samma
plan pa 5 timmar. Linus klipper planen pa 6 timmar. Hur 1ang tid tar det om
de hjalps at?

Losningen foljer inte samma monster. Det ir inte uppenbart hur man
genom att rikna pa en persons grisklippning kan lésa problemet. Det ir
intressant att fundera pd varfor. En l6sning som fungerar ér att borja med
att rikna ut hur lang tid det tar fér tvd utvalda personer att klippa och
sedan relatera till den tredje. Det finns tre varianter av denna lésning, bero-
ende pa vilka tvd personer man borjar med. Om man genomfor berik-
ningarna utan att férenkla de brik som uppkommer kan man se ett lus-
tigt monster som ger en ledning till hur en generell formel fér motsvarande
problem med ett godtyckligt antal personer ser ut. Men da ir man pa gym-
nasie- eller méjligen universitetsniva.

[ nista fjirdedel av lektionen liter du eleverna tala med varandra i par om hur
de har attackerat problemet. Direfter, i tredje fjirdedelen, later du forst en
elev komma fram och visa sin 16sning pa tavlan och sedan en elev som har l6st
pa nigot annat sitt. Finns det fler alternativ sa dr det bara bra, férutom att du
méste kasta ett 6ga pa klockan eftersom den matematiska poingen gér férlorad
om du inte hinner ssmmanfatta och belysa hur del:del-férhallandena behover
relateras till en helhet for att ni ska kunna resonera er fram till [6sningen. Det
gor du den sista fjirdedelen av lektionen. Spinn vidare pa elevernas losningar,
for hur de in har angripit problemet s har de forhallit sig till forhillandena.
Om det hiir blir stressigt att genomfora pa en lektion kan du ge eleverna pro-
blemet i lixa. D4 kan ni starta direkt med pardiskussioner eller elevlosningar
pa tavlan. Du vet ju bist sjilv vad som fungerar i ditt klassrum.
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Minga elever, sirskilt i de hogre drskurserna, kommer att ha gitt en onddigt
kringlig vig genom att konstruera en ekvation. Som att skjuta mygg med kano-
ner! I vért fall dr avsikten just att férstd och resonera om de proportionella rela-
tioner som gor sig gillande i problemet. Dirfor, om det finns elever som har
l6st problemet med en ekvation, sa ir det bra att lyfta fram en sidan 16sning
och jimféra den med 16sningen som baseras pi proportionella resonemang.
Oavsett vilket, s dr det viktiga for dig som lirare att i den avslutande genom-
gdngen uppmirksamma att den situation som beskrivs i problemet inrym-
mer ett explicit, klart uttryckt, del:del-férhillande, men att det ocksa finns ett
implicit, underforstitt, del/helhet-forhallande och att forstaelse for bada krivs
for att l6sa problemet.

Lt tiden gd
Efter den hiir lektionen, 1at det gd nigra veckor sé att eleverna bara vagt minns
det hir med malningen. Sen ir det dags att lyfta ytterligare ett problem av
samma karaktir. Varfor ska vi inte gora det direkt, lektionen efter, nu nér vi dndd
hdller pd? Lite grovt beskrivet visar det sig att den typ av inlirning som gir ut
pi att elever dvar pa att anvinda en viss l6sningsstrategi pa ett antal likartade
problem under en koncentrerad tid i princip ir det simst kiinda sittet att lira
sig pa. Att dva sd kiinns ofta bra. Det kiinns som att man liir sig, men ur ett min-
nesperspektiv dr inlirning med en ldg grad av variation, vilket typiskt ocksa
betyder ldg grad av anstringning, inte bra. Minnen verkar formeras mycket
bittre nir de maste aterkallas under anstringning, som niir man bara delvis
kommer ihig dem. Eftersom manga problem om proportioner och férhallan-
den bara kriver elementiir procedurférmiga dr det mojligt att borja att arbeta
med del:del-forhillanden och del/helhet-brik redan i de tidiga skolaren. Att
forstd de olika rollerna som del:del, respektive del/helhet spelar i olika situa-
tioner #r viktigt for elevernas matematiska utveckling, samtidigt som det ir
dokumenterat svart. Just dirfor 4r det smart att trina pa det under ling tid,
dvs introducera problem som rér denna typ av situationer tidigt i elevernas
skolgang. Om eleverna tidigt fir arbeta med proportionella resonemang som
kriver att de identifierar och relaterar delar till delar och delar till helheter,
far eleverna fler mojligheter 6ver tid att samla viktiga erfarenheter om begrep-
pen. Det dr bra undervisning som utvecklar elevernas begreppsforstaelse och
resonemangsformagal

Vi avslutar med att uppmuntra alla lirare som undervisar elever fran drs-
kurs4 upp till hogskola att starta nista lektion med det inledande problemet,
eller foljande variant av det.

En pool &r ansluten till tva vattenror. Ena roret kan fylla poolen pd 20 tim-
mar. Det andra pa 30 timmar. Hur 1dng tid tar det att fylla poolen med vat-
ten fran bada réren samtidigt? (Forutsatt att vattnet rinner med konstant
vattenflode.)

Hor girna av er och beritta hur det gick! Vi iir intresserade av alla betraktelser
om elevers forstdelse {6r proportionella resonemang. Vira kontaktuppgifter
finns pa sidan 2.

Denna artikel kommer att foljas upp i kommande nummer.
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