RiTA BARGER

Begavade elever behover

ocksa hjalp

Vad, om nagot, kan och skall lararna gora fér matematiskt
begavade barn? Eller &r det s att eftersom de eleverna
uppenbarligen forstar matematiken pa egen hand
borde lararna dgna sin tid och uppmarksamhet at
de elever som far kampa. I den hér artikeln presenteras
argument for att agna sarskild tid at matematiskt begavade
barn och ges forslag pa hur det kan ga till i en
heterogen klass med 20 — 30 elever.

saker gemensamt: Bada missforstas ofta

och bada och ar ofta en kalla till &ngs-
lan. Vart samhalle behandlar oférméaga att
hantera siffror och analfabetism helt olika.
Att inte kunna l&sa och skriva leder till
skamkaénslor och ingen vill erkédnna att han/
hon inte kan lasa. Att inte kunna rakna &r
dock ingen orsak till skamkans-
lor. Faktum &r att somliga till

I USA har matematik och begavning tva

begdvade barn forsummade och understi-
mulerade eller sd anvands de helt enkelt som
larare for sina klasskamrater.

Argument for att ge extra mgjligheter
till begavade elever

Behovet av undervisning
For det forsta behdver aven

i 5 begavade barn bli undervisade,
och med letar efter tillfallen att Rita Barger.ar degkan inte lara sig matematik
kunna skryta med sin matema- professor i av sig sjdlva. Det &r inte sa att
tiska oformaga. i matematikdidaktik de har en "hemlig pipeline” till

Det amerikanska samhallet o kunskap. Begavade elever be-
héller pd att vanja sig vid att det vid University of hover, precis som andra elever
finns begavning. Men, medan vi Missouri komma i kontakt med mate-
hyllar idrottslig, musikalisk och ' ' matiska begrepp och processer.
artistisk begavning och talang i Kansas City De behéver nagon som intro-

sd motsatter vi oss starkt tan-
ken péa att ge barn med teoretisk begavning
sarskild behandling. Darfor blir matematiskt

| artikeln anvands ordet begdvade i betydelsen ma-
tematiskt begavade. Se ocksa sid 16-17.

ducerar intressant, stimuleran-
de och utmanande matematik fér dem. De
behdver en l&rare som kan guida dem an-
tingen genom direkt undervisning eller ge-
nom att foresla saker att lasa. De behover
en larare som kan titta pa deras arbete och
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upptacka deras missuppfattningar, en som
kan visa pa problem som belyser deras miss-
forstand och sedan leda dem vidare.

Det &r sant att man i historien kan hitta
exempel déar detta inte tycks stimma, men
det ar anda sa att de allra flesta matema-
tiker kan spara sitt stora intresse och sina
fardigheter till ndgon som tog dem under
sina vingar och uppmuntrade dem i deras
mddor. Till och med den sjélvlarde indiske
matematikern Srinvasa Ramanujan behdv-
de det mentorskap och den handledning
han fick av G.H Hardy. Bruce och Hunt
(2000) beskriver hur Ramanujans brist pa
formell utbildning var till forfAng. Many of
Ramanujan’s proofs have serious gaps in
them.... In fact, later mathematicians have
often had to wrestle long and hard to produce
proofs that are completely water tight.

Kort sagt ar matematisk begavade elev-
er en alldeles for vardefull resurs for att vi
skall bygga deras utbildning pa antagandet
att de kommer att klara sig, forsta och bli
framgangsrika av sig sjalva. Det 4r min upp-
fattning att samhaéller forlorar manga bega-
vade matematiker for att de inte far lamp-
lig handledning och undervisning.

Rattvisa

I sin senaste publikation Principles and stan-
dards for school mathematics (NCTM, 2000),
satter den amerikanska matematiklararfor-
eningen NCTM réttvisan framst i sin lista
av sex principer. Excellence in mathematics
education requires equity — high expectations
and strong support for all students (s 12). Att
ha hoga krav pa begavade elever betyder
att lararen maste forvanta sig att dessa elever
1ar sig ny och meningsfull matematik varje
dag, inte bara nagon gang ibland. Hoga krav
pa begdvade elever ar idag snarare undan-
tag an regel i de flesta klassrum.

Jag minns en larare i tredje klass som
beréttade for en foralder att den enda ma-
tematik han lart kvinnans dotter var hur
man multiplicerar tal med nollor i, som tex
509 x 8. Den tredjeklassaren hade tillbringat
180 dagar i klassen och l&rt sig en enda sak
i matematik, dnda fick hon toppbetyg och
lararen var ngjd.

Nar begavade elever rutinméssigt far bra
betyg och skriver bra pa prov och laxor sa
utgar lararna ofta fran att de gett tillracklig
undervisning. P4 senare stadier pekar larar-
na ofta pa elevernas prestationer som ett
bevis pa att deras undervisning ar tillfyllest.
De fortsatter med att havda att de elever
som inte presterar tillrackligt bra antingen
inte har formégan att ta till sig matematik
eller inte lagger tillrackligt med tid pé sina
studier. Problemet ar att manga av de duk-
tiga eleverna forstod de matematiska be-
greppen redan innan undervisningen bor-
jade och i realiteten har lart sig ytterst lite
nytt.

Begavade barn borde fa samma kvalitet
och kvantitet pd undervisningen som de
andra eleverna i klassen. Om de redan kén-
ner till de begrepp eller den process som
gas igenom med resten av klassen s& borde
de inte behova lyssna pa en repetition av
en forklaring och inte heller behéva ga ige-
nom ytterligare en uppsattning uppgifter
som de redan beharskar. Dessa barn maste
f& alternativ undervisning och uppgifter som
leder dem till ny matematisk kunskap och
forstaelse.

Den réttvisa vi talar om har handlar om
lika mojlighet att lara. Precis som andra barn
borde begavade barn ha ratten att lara sig
nagot nytt varje dag. Med Principles and
Standards ord: The talent and interest of the-
se students must be nurtured and supported
so that they have the opportunity and guidance
to excel (s 13). Dessa barn maste fa se den
inneboende skdnheten och uppleva spéan-
ningen i matematiken.

Varld i férandring

Man kan fora fram manga argument for att
ge tid och uppmarksamhet till begdvade
barn men det framsta argumentet &r varl-
dens foranderlighet. | en varld som blivit
increasingly complex and dominated by
guantitative information in every facet of its
economy, mathematical thinking has become
indispensable in even the most ordinary jobs
(Van de Walle, 1994, s 4).
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Nagot som karaktariserar de begavade elev-
ernas ar deras formaga att dra slutsatser av
till synes orelaterade bitar av information
och att gora ovanliga kopplingar med sa-
dant de tidigare lart. Nar Andrew Wyles
bevisade Fermats sista sats sdg han ett sam-
band med elliptiska ekvationer som hade
undgatt andra matematiker i flera hundra
ar (Devlin 1994). Det ar den typen av slut-
satser som maste till for att skapa ny mate-
matik och l6sa nya problem. Om vi i klass-
rummen inte ger elever méjligheten att ut-
veckla den har typen av begavning och pro-
blemlosning s& kommer méanga av morgon-
dagens I6sningar att bli onoddigt férdrojda.

Hur kan man skapa mdjligheter i en
vanlig klass?

Komprimera kursen

En av de enklaste atgarden ar att gora det
mojligt for duktiga elever att 14gga mindre
tid péa de traditionella uppgifterna. Gor i
bdrjan av ett avsnitt ett diagnostiskt test pa
det som skall gas igenom. G& igenom resul-
tatet av testet och gor en bedémning av vad
eleverna redan behérskar, vad de kan lara
sig efter lite instruktion och vad de verkar
obekanta med. Lat dem slippa undervis-
ningen inom de delar de redan behérskar.
De kommer att lara sig valdigt lite pa att se
eller 6va pa dessa delar igen. Forse dem istl-
let med alternativa uppgifter som vidgar
eller fordjupar deras forstdelse inom det
avsnitt ni behandlar.

G4 igenom de omraden dér de bara be-
héver mindre justeringar medan resten av
klassen dgnar sig at inledande uppgifter. Ge
dem sedan uppgifter dér de kan utvidga och
anvénda sina kunskaper, medan du gnar tid
at de andra i klassen. Folj upp dessa forsta
uppgifter med ytterligare uppgifter som ar
avsedda att fordjupa och utveckla deras for-
staelse.

Nér det galler begrepp och processer de
&r obekanta med deltar de i den ordinarie
undervisningen.
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Alternativa uppgifter

Med lite kreativitet fran lararens sida kan
de flesta uppgifter utvidgas sé att de ger till-
racklig stimulans och utmaning for avance-
rade elever. Det kan racka med att 0ka kom-
plexitet pa siffrorna i uppgiften. Om man
behandlar grundldggande multiplikation
kan elever som redan behérskar det istéllet
ga igenom kvadrater pa tal, leta efter mons-
ter och lara sig kvadraterna pa alla tal fran
11 till 25. Nér den ordinarie undervisning-
en handlar om positionssystemet, kan de
begavade eleverna f& i uppgift att underso-
ka tal i basen 5 eller 8. Né&r den ordinarie
undervisningen handlar om plangeometri
kan de lasa "Flatland” ( pa svenska Plattlan-
det, en bok av E.A. Abbott) eller prova taxi-
geometri. De kan ocksé jobba med tre di-
mensioner eller understka vad som hander
nar man later en tvadimensionell figur, tex
en triangel, rotera runt nagon av sina sidor.

Férutom en uttkning av den ordinarie
kursen kan alternativa uppgifter tex hand-
la om att studera historien kring de mate-
matiska begrepp som tas upp i kursen.
Grundskoleelever kan l&ra sig om gamla sétt
att rakna, eller uppskattningar av vardet pa
Pi genom olika drhundraden. De kan lasa
om k&nda matematiker, eller likt grekerna
trana pa att hantera aritmetik och algebra
geometriskt istéllet for numeriskt. Figurtal
ar exempel pé sddant som kunde ingd i sa-
dana lektioner. Det finns ménga intressanta
omraden i matematiken som vanligen ute-
lamnas i undervisningen och som &r an-
vandbara som ersattning for sddant som
eleverna redan beharskar. Exempel pa det-
ta ar logikpussel, sanning och l6gn-problem,
natverk, matematisk logik, spelanalys, pa-
lindromtal, topologi, koder och magiska
kvadrater.

Oppna och omvéanda frégor
Begavade elever kan enkelt f& utmaningar
genom att man later dem utforska okanda
omréaden. Yngre elever kan snabbt upptacka
de negativa talen genom en 6vning med
minirédknare dér de successivt subtraherar
ett tal fran ett givet starttal. Till exempel:




Boérja med 20 och ta bort 3, om och om
igen. Resultatet blir 20, 17, 14, 11, 8, 5, 2,
-1,-4 etc. Néar de en gang upptackt de nega-
tiva talen sa 1at dem leka med dem och se
vilka egenskaper och samband de kan hitta.
Andra exempel pa 6ppna fragor ar:

Pa hur mdnga sdtt kan du uttrycka talet
10?7

Hur médnga tal kan du uttrycka med fyra
fyror och vilka matematiska symboler eller
operationer du vill?

Nar eleverna ska rakna pé sannolikheter att
f& vissa nummer med en vanlig kubformad
tarning s& kan de begdvade eleverna hitta
samma sannolikheter med en tarning i form
av en tetraeder eller ndgon annan ovanlig
form. Om den traditionella fragan &r att
hitta summan av tva brak, be dem da att
skriva berattelser som utgér fran det losta
problemet. L&t dem, som i antikens Egyp-
ten, fundera ut sétt att uttrycka brak som
summan av stambrak.

Omvinda fragor ar enkla att &stad-
komma. Omvénda fragor dr sddana dar man
ger eleverna svaret och ber dem komma
med fragorna. Om klassen haller pa att lara
sig att addera decimaler och jobbar med
problem som 0,7+0,8 kan uppgiften vara
att hitta fler additioner som ger I6sningen
1,5 eller att visa med bilder att 0,7+ 0,8 inte
blir 0,15. Om eleverna jobbar med
ekvationer som x + 5 = 20, kan uppgiften
vara att finna s& manga ekvationer som
mojligt dér svaret blir 15.

Vad hander om?-fragor

"Vad hander om-fragor” dyker ofta upp i
matematiska situationer fran eleverna sjal-
va. Dessa fragor ger ofta utmarkta mojlig-
heter for begavade elever att utforska rikti-
ga matematiska problem. Till exempel: vad
skulle hdnda om multiplikationstangenten
pa miniraknaren inte fungerade. Hur skulle
du l6sa problemet 14 x 25?

Palindromtal ger ypperliga tillfallen till
"vad hinder om-fragor”. Palindrom ar lika-
dana oavsett om man laser framifran eller
bakifran, tex 454, 1234321, Anna och Ni
talar bra latin.

Alla tvasiffriga tal kan goras till palindrom
genom en tvastegsprocess dar man vander
pa siffrorna och sedan adderar och sedan
upprepar processen s manga ganger som
nddvandigt. 35 blir ett palindrom genom
att vi forst vander pa siffrorna och sen ad-
dera en gang. 35 + 53 = 88. Det kallas ett
enstegspalindrom eftersom palindromet
upptrader efter bara en omgang. Titta ock-
sd pa 48. Efter en vandning far vi 48 + 84 =
132 vilket inte &r ett palindrom. Efter an-
dra vandningen har vi 132 + 231= 363, vil-
ket &r ett palindrom. Séledes ar 48 ett tva-
stegspalindrom.

Vad hénder om du adderar ett enstegspa-
lindrom med ett annat enstegspalindrom?
Finns det ndgot sdtt som du kan f6rutse hur
mdnga steg det tar innan ett tal blir ett
palindrom?

Vad hdnder om du successivt subtraherar
tal och deras reversibler istdllet foér att ad-
dera dem som ovan?

Vad héinder om du multiplicerar ett tal med
dess reversibel?

"Vad hander om-fragor” leder ofta elever till
att upptécka mer avancerad matematik, vil-
ket definitivt ar lampligt for begavade elev-
er. Som larare behdver man bara halla reda
pa vilka "vad hander om-fragor” som dyker
upp med éren. Dessa kan sedan utgora start-
punkt for manga utmérka undersokningar.
Slutligen finns det anledning att ocksa
fundera pé en speciell oro som kan finnas
hos larare: "Vad hander om en begéavad elev
staller en hypotes som ldraren inte forstar
eller har kunskap om?” Det &r min 6verty-
gelse att man, snarare an att uppfatta detta
som ett problem, bor védlkomna det som en
mojlighet att illustrera att matematik inte
alltid &r nagot som man fatt till sig av en
expert. Kom ihag att det inte ar fel att siga
"jag vet inte” till eleverna. Faktum &r att det
ar vardefullt for eleverna att se att lararen
inte alltid kan svaret. Ibland behdéver klass
och larare samarbeta for att hitta svaret.
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Resurser

| arbetet med begdvade elever kan man an-
vanda matematikhistorier, biografier, pus-
sel, problemlsningsbocker och rekreations-
matematikbdcker. Leta sérskilt efter bock-
er av Martin Gardner, Raymond Smullyan,
Marilyn Burns, Jack Bottermans, och Dr.
Crypton. Det bor ocksé finnas ett bra mate-
matiklexikon i klassrummet. Det finns ocksa
utmarkta artiklar om matematiker. Néagra
intressanta historier finns om Ramanujan,
James Sids (ett underbarn), Hypatia, Gauss,
Galois och Avristoteles, bland andra. GI6m
inte att anvanda Internet for att hjélpa dina
elever att utforska matematikhistoria och
biografier.

Slutligen finns det manga spel, pussel
och tidningar som kan ge ytterligare utman-
ingar. Exempel pa sddana ar Mastermind,
Othello, Black Box, Mind Tra, Set, 24, Cryp-
to, Pente, Solitaire, Sénka skepp, Soma pus-
sel, burr pussel, Snafox, peg och pussel med
glidande block. Det finns mangder med bra
materiel att anvénda sig av.

Den har artikeln har forsokt uttrycka att
det finns ett behov av att differentiera un-
dervisningen av begdvade barn. Dessa elever
behover utmaningar och de maste fa chan-
sen att utforska matematiken pa ett satt sa

att den bibehaller sin skonhet och mystik.
Om man bara ger dem samma som resten
av klassen sd kommer de aldrig att upptacka
sin fulla kapacitet. Det ar lika viktigt med
ratt kursinnehall och undervisning for be-
gavade som for genomsnittseleverna och for
de elever som maste kampa med matema-
tiken.
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Rep-Tiles eller Replicating Tiles &r mosaikbitar som kan bilda stérre kopior av sig sjalva da
de fogas samman. Termen "rep-tile” myntades av matematikern Solomon Golomb, en
framstaende gestalt vad galler spannande geometriaktiviteter av alla slag. Figurerna visar tva
varianter pa sjalvkopierande mosaikbitar. Mer om rep-tiles kan du finna pa:
http://www.uwgb.edu/dutchs/symmetry/reptilel.htm
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Férslag pa arbetsomraden

Kryptaritmer med meningsfulla budskap

Har ges en lista 6ver aktiviteter. Naturligt- Logik
vis kan de vara intressanta och utvecklande Ll,l.caStal .
f6r alla elever. Logn. eller sanning-problem
Magiska kvadrater
Abacus - historiskt och for berdkningar Matematik i litteraturen
Aldre algoritmer, t ex matrismultiplikation Matematik i naturen
Anamorphisk konst och matematik Modulo- matematik
Berémda matematiker Mébiusband
Bindra tal Nditverk
Bindr analys av spel Nim
Dim Origami
Diofantiska ekvationer Palindrom
Dragon Curve, se illustration Pappersklippning och vikning
Escherpussel och bilder Paradoxer
Fibonaccital Paritet
Figurativa tal Pascals triangel
Flexagoner Solitaire
Fraktaler Synvillor
Fyrfdrgsproblemet Séllsamma tal
Geometriska vanishes Pentominos
Glidpussel, t ex 15-pussel eller med bilder Pi
Goldbachs férmodan Plattlandet
Grafteori Primtal
Det gyllene snittet Rep-Tiles
Hamiltonska stigar Romerska siffror
Humor i matematiken Olika réiknehjdlpmedel
Isbjérnsproblem Odindligheten
Josefs-problem Talféljder
Kinesiska restsystem Tangram
Knutteori Tessellering
Koder och kryptering Topologi
Korttrix Trdknutar
Korsa floden- problem Vénskapliga tal
EEEE L b
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Detta &r en s& kallad Dragon Curve. E‘:_ +HH 9F -
Med hjalp av nagra enkla konstruk- §:|: =
tionsregler uppstar denna typ av kurvor =5 al -
efter ett antal upprepningar, har tionde Ceesesn e EI:'
"generationen” efter starten. Som - o
gransform uppstar en fraktal kallad ooy mipmun -
Harter-Heighwaydraken. Mer om O O Ol o o A
drakkurvor kan du finna pa: [ 1 [
_ i rpiiag=s =
http://www.math.okstate.edu/math- s 1 -
dept/dynamics/lecnotes/nodel7.html o+ I__| __ o+
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