JOran Petersson

Sma barn — stor matematik

Manga nyfikna fragor som barn och unga elever staller har en gang gjort stora
filosofer och matematiker kanda. Har ger forfattaren exempel pa historisk
bakgrund till nagra vanliga fragor om matematik.

cis samma fragor, som de som har gjort nigra av historiens matema-

tiker kiinda inom exempelvis aritmetik, geometri och sannolikhets-
lira. Ibland sker dialogen pd elevernas direkta initiativ och ibland hinner
liraren fore. Fragor av denna typ erbjuder liraren mojligheten att ge mate-
matiskt erkinnande och bekriiftelse at elevers tankar och samtidigt precisera
begreppsuppfattningen fran vardagskontext till skolkontext.

D enna artikel beskriver hur elever i tidiga skolldrar ibland stiller pre-

Hur stora tal finns det?

Fall 1: En fore detta elev beskriver en hiindelse i ak 4 eller 5 dir liraren fra-
gar om det finns ndgot storsta tal. Eleven hade nyss hort ett radioprogram dir
“centiljard” beskrevs som det storsta rikneordet i serien miljon-miljard (svwiki-
pedia.org/wiki/Namn_pa_stora_tal). Dirfor uppfattade eleven det som att ldraren
fragade efter det storsta kinda rikneordet och svarade “"centiljard” varefter
liraren hade sagt att man alltid kan addera 1 och att det alltsd inte finns ndgot
storsta tal. Eleven minns sin reaktion pa lirarens svar som att "det dr vil sjilv-
klart att detalltid gir att addera 1 hur linge som helst och dirfor inte intressant
att fraga om”.

Fall 2: 1sin bok Thinking as communicating ger Anna Sfard ett exempel pa ett
samtal med en elev i tidiga skoldr. Intervjuaren i hennes bok bygger sina fragor
pa att addera talet 1till varje tal som eleven foreslir. Matematiskt sett motsva-
rar det att anviinda ett axiom i Peanos axiomsystem for de naturliga talen, nim-
ligen att efter varje naturligt tal kommer ett annat naturligt tal. Samtalet gar

ungefir sa hir:

Intervjuare: Vilket dr det storsta tal du kan tinka pa?
Elev: I miljon.

Intervjuare: Vad hinder om vi adderar 1 till 1 miljon?
Elev: Imiljonoch L.

Intervjuare: Ar det storre in 1 miljon?

Elev: Ja.

Intervjuare: Vilket dr det storsta tal du kan tinka pa?
Elev: 2 miljoner.

Intervjuare: Vad hinder om vi adderar 1 till 2 miljoner?
Elev: Det blir mer én 2 miljoner.

18 NAMNAREN NR1-2019




Intervjuare: Antag att talet googol ir det storsta tal vi kinner till.

Kanviaddera1?
Elev: Ja. Det finns tal storre in googol.
Intervjuare: Finns det ndgot storsta tal?
Elev: Nej, det gor det inte.

De bada fallen visar att det finns dtminstone tvd mojliga tolkningar av frigan
om ett storsta tal. I fall 1 forefaller eleven, redan innan liraren frigar, vara bekant
med att det finns oindligt antal tal och tolkar dirfor frigan som att liraren fra-
gar efter det storsta rikneordet medan eleven i det andra fallet ger intrycket av
att under intervjuns gdng liira sig att oavsett hur lingt man har kommit i talram-
san, sa gir det alltid att fortsitta. Dock kan man vil pistd att eleven i fall 1under-
skattar hur stor matematik denna friga rymmer, eftersom lirarens dterkoppling
bygger pa axiomet "varje naturligt tal har en efterfoljare” som iir en del i Peanos
axiomsystem for naturliga tal.

Historisk bakgrund
Matematikern Gottlob Frege stillde ungefir foljande fraga vid 1800-talets slut:

Hur vet viatt 1 miljard + 1 miljard = 2 miljarder? Ingen har ju réknat efter och
kontrollerat!

Det som Frege menade med denna friga var att vi inte kan forlita oss p4 att
experimentellt verifiera vad summan a + b blir, &tminstone inte {6r stora tal. Vi
behover istillet forlita oss pa logik for detta, alltsa abstrakt tinkande. Det var
detta problem som Giuseppe Peano 16ste med sitt axiomsystem om de natur-
liga talen. Nagot forkortat siiger detta axiomsystem att det (1) finns ett minsta
naturligt tal och att (2) efter varje naturligt tal kommer ett nytt naturligt tal.
[ aritmetisk klartext betyder detta att vi alltid kan addera talet 1. Ytterligare
en historisk not idr att i Euklides Elementa var talet 2 det forsta (naturliga) talet
medan Nichomakhos av Gerasa ungefir ar 100 e Kr inkluderade talet 1 bland
de naturliga talen och John Wallis foreslog 1657 att dven talet O dr naturligt, allt
enligt Matematiktermer for skolan.

Kombinatorik i tidiga ar
Lyn D English beskriver i artikeln Young children’s combinatoric strategies hur
barni aldrarna 5-11 &r 16ste foljande kombinatoriska problem:

Med hur manga fargkombinationer kan klippdockor i form av nallar klds i
tréja (2 farger) och byxa (3 farger)?

Problemet utdkas sedan stegvis med fler firger pa kliderna och iven antal knap-
pari trojan. English kategoriserade elevernas losningsstrategier i olika nivéer.

Niva Losningsstrategier

Asystematisk Slumpmassigt val av kombinationer utan att ta hdnsyn
till tidigare val, dvs dubbletter kan férekomma.

Presystematisk Som ovan, men sorterar ut dubbletter.

Begynnande systematisk  Ett monster skonjs i valet av kombinationer.
Sorterar ut dubbletter.

Uttalat systematisk Cyklisk och fullstandig sokning i valet av
kombinationer. Sorterar ut dubbletter.
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Resultatet av undersdkningen var att redan i 7-drsaldern hade nigra elever
uttalade systematiska strategier, vilket forskaren kommenterade med att
Piagets idé om aldersordnade stadier inte giller. Istillet ir det individer med
stor spridning i kompetens inom varje dldersgrupp. I alla aldrar fanns strate-
gier pa hela skalan fran slumpmiissiga val till systematiskt sokning, men slump-
missigt provande dominerade forstds i yngre aldrar och systematisk sokning i
senare aldrar.

Historisk bakgrund

Det ir virt att notera att kombinatorik saknades i Lgr62 men fanns med i
innehillet for 4k 8 i Lgr 69 och nu uttryckligen finns med i mélen for 8k 4-6
i Lgr11 och indirekt dven i ik 1-3 i form av slumpmiissiga hindelser. Att spela
tirning ir en enkel form av slumphindelse. En tirningsspelare stillde fragor
om just detta till Pascal som i brevkorrespondens med Fermat 16ste detta pro-
blem. Som lirare kan vi i efterhand konstatera att till synes enkla frigor om
kombinatorik ledde till stor matematik. Ett ssmmanhang, bekant for barn,
skulle kunna vara om ettor eller sexor ir vanligare tirningsutfall in exempel-
vis fyror. Hir kommer man dven in pa stora talens lag, som forst formulerades
av Bernoullii borjan av 1700-talet, nimligen att denna friga absolut inte gar att
avgdramed ett tirningskast och troligen inte ens med 50, men kanske med 200
kast och hela klassens kan hjilpas at att samla in data fér att undersoka detta.
Diagrammen visar att vid f4 kast ir staplarna olika hoga med vid manga kast iir
de hyfsat jimnhoga.

frekvens vid 5 kast frekvens vid 50 kast frekvens vid 500 kast
100
10
bkt = T
0 0
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Ett annat exempel kan vara att i vanliga tirningsspel anvinda tva olikfirgade
tirningar i stillet for en tirning. Tva olika firger pa tirningarna behovs for att
tydligt synliggdra att 1+4 och 4 +1 inte ir ett utan faktiskt tva olika fall. Utan
att gd in pa tali brakform, kan elever och lirare empiriskti ett frekvensdiagram
undersoka vilken av tirningssummorna 7 och exempelvis 5 som ir vanligast. P4
kopet fir eleverna mycket évning i aritmetik. Det gir ocksa att hirleda detta
genom att visa att summan 7 med tva tirningar kan skrivas som talkamrater pa
sex olika sitt medan summan 5 endast har fyra talkamrater. Detta forutsitter
dock att eleverna dtminstone empiriskt har sett hur stora talens lag fungerar
och accepterat att den gér att tillimpa i detta fall.
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Finns det cirklar i verkligheten?

Fall 3: Hir ir en dialog mellan en tiodring och en forilder.

Tioaringen: Finns det ngra cirklar i verkligheten?

Forildern: Hur dd menar du?

Tioaringen: Jo, kan man verkligen gora en exakt cirkel av atomer?
Kan man rita en linje med atomer sd att den bara har lingd
men inte bredd?
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Historisk bakgrund

Tiodringens friga ir av samma typ som gjort flera tinkare till virldshistori-
ens giganter. Demokritos foreslog 400 fKr att det finns dndligt smé odelbara
(pa grekiska atomos) materiepartiklar dven om det blev empiriskt erkiint forst
genom kemisten Berzelius (noggrannheten i John Daltons experiment rickte
frimst till filosofiska argument for atomteorin). Euklides, ca 300 fKr, definie-
rade att linjer och cirklar inte har ndgon tjocklek, precis som tiodringen anade.
Alltsa finns linjer och cirklar bara i fantasin. De linjer vi ritar har ju faktiskt
bredd och tjocklek, annars kunde vi ju inte se dem ens med ett aldrig sa bra
mikroskop. Detta ir typiskt for matematiken. Matematikdidaktikern Anna
Sfard och manga med henne understryker att matematiska begrepp endast ir
dtkomliga via sina representationer, till skillnad frin exempelvis naturveten-
skap dir flera begrepp faktiskt kan upplevas direkt med vira sinnen sisom
exempelvis lingd, temperatur och tyngd.

Hopningspunkter

Fall 4: En forilder till en niodring aterberittade foljande dialog.

Nioaring: Pappa,vadir0,33-3?

Forilder:  Jagir lite somnig just nu, men du klarar nog att rikna ut det sjilv.
Niodring: (tankepaus)...0,99.

Forilder: Javisstir det det!

Niodring: (tankepaus) Pappa, vad iir 0,333-3?

Forilder: Duklarade sa bra att rikna ut 0,333 s du klarar nog detta ocksa.
Niodring: (tankepaus)...0,999.

Forilder:  Detstidmmer. Du ir skicklig pd huvudrikning.

Dialogen fortsdtter en vinda till med fyra decimaler.

Niodring: (kort tankepaus) ... men da kan man ju ta med hur mianga decimaler
som helst och det blir fortfarande 0,9999 och inte 1.

Forialder: Hur di menar du?

Nioaring: Jo,om 1/3=0,333 och sé vidare sa blir 3:1/3=0,999 och si vidare, men
inte 1. Det fattas ju lite hur manga decimaler man in tar med.

Fall 5: Trapporten Kvaliteter i elevers tankande dver en odndlig decimalutveck-
ling beskrev Inger Wistedt och Mats Martinsson elevers arbete i 4k 5 med ett
matematiskt problem, diir eleverna landade i ett resonemang i stort sett iden-

tiskt med fall 4.

Historisk bakgrund

Denna friga dokumenterades redan i antikens Grekland som Zenons para-
dox om Akilles och skoldpaddan. Akilles var kind som en mycket snabb
l6pare och Zenon framstiller sin paradox pi ett timligen barnvinligt sitt.
Cauchy (1800-talet) blev kiind for att besvara frigor liknande den ifall likhe-
terna 3-0,33333...=0,9999... =1 giller och han gjorde det pa foljande sitt. Vi
ser att talfoljden 0,9; 0,99; 0,999 etc hopar sig vid exakt talet 1. Cauchy kall-
lade detta for en hopningspunkt och definierade helt enkelt denna typ av tal-
folid — dir varje nytt tal kommer allt nirmre hopningspunkten — genom sin
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hopningspunkt, allts3 talet 1, dvs att likheten 0,999...=1 faktiskt giller. Nu
konvergerar faktiskt inte alla talféljder med hopningpunkter. Ett enkelt exem-
pel dr talfoliden -1, +1, -1, +1, ... som ju har tvd hopningspunkter (+1 och -1)
och inte heller den hoppande talféliden1,2,1,3,1 4,1, 5, ... med endast hop-
ningspunkten 1. Vi kan alltsi dra slutsatsen att vi maste stilla vissa krav pa
hur talfsljden hopar sig och exemplen ovan fungerar for elever i tidiga skolar
medan den hogre matematiken anvinder det som skimtsamt ibland kallas
"epsilon-delta-gymnastik”.

Perspektiv pa sma barns fragor om stor matematik

Exemplen ovan ir ett urval som representerar aritmetik, sannolikhetslira och
geometri. De illustrerar att barns stora matematik inte begrinsar sig till nagot
sirskilt omrade. Ett enskilt barns frigor om stor matematik kan vara tecken pd
sirskild fallenhet, men det kan lika giirna handla om alla barns stora fallenhet
for att stilla varfor-fragor.

Forskning om barns matematiska féormagor kan bedrivas pa flera siitt, vil-
ket en artikel av Fenna van Nes och Jan de Lange ger exempel pa. P4 senare ar
har studier med datortomografi visat att ssmma delar av hjirnan som vuxna
anvinder for aritmetik aktiveras nir spidbarn ser ett antal prickar som for-
dubblas eller halveras till antalet. Hjirnstrukturerna for antalsuppfattning
finns alltsa firdiga och fungerande redan hos spidbarn. Dirmed inte sagt att
ettiringar forstar vad vi menar med siffror iven om de ickesprakligt kan skilja
mellan fa/lite och manga/mycket. Just detta med sprak ir faktiskt en utmaning
for forskarna d4 undersokningar med ”den kliniska forskningsintervijun” som
metod stiller timligen omfattande krav pa barnens sprakliga forméga. Dirfor
ir det sirskilt viktigt att ocksd observera vad den intervjuade (utan ord) gor,
eftersom det for savil yngre barn som for andrasprakare och tysta barn mycket
vil kan gilla att ngot ir littare gjort in sagt. Aven for oss vuxna kan det ju vara
mycket littare att visa hur man slar en rdbandsknop 4n att beskriva deti ord.
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