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Forhallanden, sasmmansatta enheter
och proportionella resonemang

Denna artikel sammanfattar trosklar i elevers utveckling av proportionella
resonemang. Tre tidigare artiklar finns i Namnaren 2017, nummer 2-4. | denna
fiarde artikel ges nagra definitioner och bland annat besvaras fragan varfor
det ar viktigt att undervisa om proportionella samband.

proportionella resonemang, vad finns da kvar att forstd av grundsko-
lans matematik? Nog finns det en del kvar, men nir vi analyserade ett
nationellt prov fran rskurs 9 s kunde 70 % av uppgifterna losas med hjilp av
forstielse for forhallanden och olika typer av proportionella resonemang. Det
visar att det iir viil spenderad tid att ldrarer har en idé om hur elevernas forsta-
else for proportionella resonemang ska stédjas och utvecklas under skolaren.
Vi har beskrivit proportionella resonemang i tre tidigare artiklar: Varfor dr
det sd svdrt att vikna ut hur lang tid det tar om vi hjdlps dt? Varfor dr det sd svdrt
att riikna ut hur mycket Birje har bantat? och Varfor dr det sd svdrt att rikna ut
den genomsnittliga hastigheten? Men vad ir egentligen proportionella resone-
mang och ir det verkligen s att de hiir resonemangen ir avgorande for elever-
nas mdjligheter att arbeta effektivt med matematik?

Om elever har kunskap om forhallanden, sammansatta enheter och

Dags for definitioner

Det dr nu pi sin plats att vi reder ut vad vi menar med forhillanden, samman-
satta enheter, proportioner och proportionella resonemang.

Forhallande

Ett forhillande [eng ratio] dr resultatet av en multiplikativ jaimforelse mel-
lan tva kvantiteter. Exempel pa berémda forhillanden med egna namn iir till
exempel 11, som beskriver relationen mellan omkretsen och diametern p4 alla
cirklar i planet; sinus, cosinus och tangens som beskriver relationerna mellan
sidorna i ritvinkliga trianglar for olika vinklar och det gyllene snittet. Nér man
bestimmer sig for att definiera forhallande si hir, har man inte angivit hur f6r-
héllandet ska uttryckas. I alla fallen ovan iir uttrycksformen en kvot. Det ir tex
kvoten O/d som betecknas med 1. Nir vi blandar saft 4r det istiillet vanligt att
ett forhallande dir 3 delar saft ska spidas med 8 delar vatten uttrycks som 3:8.
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I saftexemplet dr det tva olika slags delar av en helhet vitska som relateras till
varandra. Det iir ett sd kallat del:del-forhdllande. Del/helhet-férhallanden kallar
vi i den svenska skolmatematiken vanligen for brak. Vi delar till exempel upp
nagoti>5lika delar och 2/5betecknar 2 sidana delar av helheten. Terminologiskt
kan brak nirmast jimforas med engelskans "fraction’ med den visentliga skill-
naden att 'fraction’ ocksd anvinds for uttryck dir tiljare och nimnare inte nod-
vindigtvis dr heltal. Att tiljare och nimnare maste vara heltal, med nimnaren
skild frin noll, kinner vi igen fran definitionen av rationella tal.

Nu ir det rimligt att friga sig varfor vi har en svensk definition av brak som
helt éverensstimmer med definitionen av rationella tal. Varfor inte bara kalla
det rationella tal? Vi har inget svar p4 detta, men vi iir intresserade av att g till
botten med det. Dirfor hoppas vi att du som liser detta inte tvekar att dela
med dig om du sitter inne pa intressant information. Det skulle vara énskviirt
att enklare kunna skilja pa de fall nir vi ir intresserade av att veta att det ir ett
rationellt tal vi pratar om och pa de fall nir det intressanta ir sjilva brakfor-
men, dvs ett uttryck skrivet som en kvot. Mer om forhillanden finns att lisa
i artikeln Varfir dir det sd svdrt att vikna ut hur ldang tid det tar néir vi hjdlps
ar? Dir reder vi ocksd ut varfor det ir viktigt att eleverna kan skilja pa del:del-

forhallanden och del/helhet-brak.

Sammansatt enhet

En sammansatt enhet [eng rate] dr ett forhillande dir tvd enheter som miiter
olika kvantiteter kombineras till en ny enhet som exempelvis hastighet, kilopris
och densitet. Sammansatta enheter ir ur konceptuell synpunkt sirskilt besvir-
liga eftersom den redan faststillda relationen mellan tva enheter gor detintrikat
att relatera den till en annan situation med samma sammansatta enhet. Detta
beskriver vii Varfir dr det sd svdrt att vikna ut den genomsnittliga hastigheten?

Nir vi tinker pi en genomsnittlig hastighet, tinker vi att for en viss given
tidsenhet forflyttar sig nigot en viss stricka. Medelhastigheten ir ett méitt pa
hur ling denna striicka blir for en given tid. Den multiplikativa relationen siger
oss att med en given medelhastighet kommer vi dubbelt si lingt om vi &ker
dubbelt sa linge eller att en given stricka tillryggaliggs pa halva tiden om has-
tigheten fordubblas. S4 langt ir allt enkelt, men som vi beskriver i Varfor dr det
sd svdrt att rikna ut den genomsnittliga hastigheten? finns ocksi komplikatio-
ner. Om du forst dker 5km och sedan 15 km si har du 8kt 20 km, dvs summan av
delstrickorna. Och om du férst dker i 0,5 timme och sedan i 3 timmar s har du
totalt 4kti3,5 timmar. Men om du forst dkeri10 km/h och sedani5Skm/h sd kan
duuppenbarligen inte addera hastigheterna for att fa nigon slags total hastighet.

Det hir ir méjligen intuitivt sjdlvklart, men det forridiska 4r att den sam-
mansatta enheten blir ett tal och vi dr vana att kunna operera timligen fritt
med tal. Vi fir alltsd inte glomma att tal som representerar sammansatta enhe-
ter representerar relationen mellan tvé storheter, fast det bara dr ett tal. Vi kan
tex inte berikna medelhastigheten dver tva strickor genom att ta medelvirdet
av tvi medelhastigheter, sd som vi diskuterar i Varfor dr det sd svdrt att rikna ut
den genomsnittliga hastigheten?
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Proportion

En proportion [eng proportion] definieras som en likhet mellan tva forhal-
landen a/b=c/d. Proportion kan ocksi definieras som en funktion med
linjéritetsegenskaperna f(x+y) =f(x) +f(y) och flax)=af(x). En funktion,
A(x,y), kan ocks3 vara linjir i flera variabler, n-linjira funktioner. Till exempel
areafunktionen for en rektangel med sidorna x och y ir bilinjir (2-linjir) efter-
som A(x,y) =xy och det ir litt att kontrollera att den hir funktionen ir linjir i
var och en av variablerna nir den andra halls konstant.

Proportionella resonemang

Proportionella resonemang [eng proportional reasoning] anvinds for att soka
en okind kvantitet i en situation dir de dvriga tre kvantiteterna ir givna i en
linjirt multiplikativ relation, en proportion a/b=c/d. Denna relation anvin-
der vifor att reda ut Varfor dr det s svdrt att rikna ut hur mycket Borje har ban-
tat? Relationerna mellan de ingdende storheterna i en proportion kan forstas
antingen som en skalningssituation eller en funktionssituation. Vad menas nu
med detta? Begrunda foljande standarduppgift:

En bil kors 175 km pa 3 timmar. Hur [dngt kommer den pd 12 timmar, om
den kors i samma hastighet?

Det hiir ett typiskt "saknat viirde”-problem. Tre virden ir givna och det ir elev-
ernas uppgift att berikna den saknade fjirde kvantiteten. Matematikbockerna
kryllar av ”saknat virde”-uppgifter och de finns representerade under alla
kapitelrubriker. Den matematiska idé alla uppgifter har gemensamt ir att de
beskriver en multiplikativ relation mellan tva férhillanden: en proportion.

175 km ?
3 timmar 12 timmar

Vinimnde ovan att det finns tvé sitt att resonera proportionellt om proportio-
ner. Om vi utgir frin kvoten mellan strickan 175 km och tiden 3 timmar och
konstaterar att samma kvot méste giilla mellan den okiinda kvantiteten som ir
markerad med ett frigetecken och 12 timmar. I just den hir uppgiften fung-
erar inte det resonemanget siirskilt bra eftersom kvoten mellan 175 och 3 ger
talet 58,33333... Ojimnt och fult. Vi kan forstas stanna vid kvoten 175/3 och
anvinda den som multiplikator mellan nimnaren och tiljaren i hogerledet,
men lit oss istillet anviinda det skalningsresonemang som foljer av likheten
mellan de tva férhillandena.

I nimnarna kan vi se att tre timmar ir uppskalade till tolv timmar,
alltsd uppskalade fyra ginger. Eftersom tiljarna maste folja samma skal-
ning om likheten ska gilla sd ir svaret pad var uppgift 4-175=700km.
Taadaa, hur effektivt som helst!

Proportionella resonemang anvinds ocksa for att jimfora tva forhillanden
for att avgora vilket av dem som ir storre eller mindre. Om eleverna har kunskap
om de multiplikativa relationerna i en proportion behover de sillan berikna
kvoterna av forhallandena for att kunna jimfora dem. Hir foljer ett exempel:
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Arskurs Ga till stranden G4 pa bio Totalt antal barn
Arskurs 5 8 14 22
Arskurs 6 7 6 13

Att gd till stranden dr mer populdirt bland barnen i drskurs 6 dn i drskurs 5.
Sant eller Falskt darfor att (vélj det basta alternativet):

a) Flerbarnidrskurs 5 valjer att ga till stranden.
b) Bara sex barniarskurs 6 véljer att inte ga till stranden.
) Farre barnidrskurs 6 valjer stranden, men de ar farre i den arskursen.

d) Mer an halften av barnen i arskurs 6 vdljer stranden och mindre an halften av
barnen i arskurs 5 vdljer stranden.

Elever som forstér att antalet maste relateras till helheten kommer hivda att
pistiendet ir sant, eftersom mer in hilften av eleverna i arskurs 6 villjer att gi
till stranden medan firre dn hilften av eleverna i drskurs 5 viljer stranden. De
tinker i relation. Elever som hivdar att det ir fler barn i arskurs 5 som gir till
stranden, tinker i absoluta tal och saknar dnnu insikt i multiplikativa relatio-
ner. Det hiir ir en typisk jimforelseuppgift. Den avsldjar mycket om elevernas
tinkande och den kriver proportionella resonemang.

Varfor ar det sa viktigt med proportionella resonemang?

Nu hoppas vi att vi har kastat sd mycket ljus éver betydelsen av proportionella
resonemang s att du som lirare ser dem 6verallt i ditt undervisningsmaterial.
Precis som nir man lir sig ett nytt ord, plotsligt dyker det upp i allaméjliga kon-
texter. Om du dessutom kan fa dina elever att kiinna igen idén nir den dyker
upp har du gett dem en mdjlighet att syntetisera vad de tidigare upplevt som
en mingd olika situationer. Vid en forsta anblick vilar de till synes pa helt olika
idéer, men plotsligt borjar eleverna kiinna igen samma idé i manga olika situa-
tioner. Matematiken krymper och sambanden framtrider tydligare.

Blygsam start

Proportionalitet startar blygsamt med foérdubbling, halvering och skalning av
enkla brik for att sedan successivt ta allt mer plats i matematiken. Procent,
densitet, hastighetsproblem, proportionalitet, likformighet och annan geo-
metrisk skalning, likformig sannolikhet, vektor-rum, de trigonometriska sam-
banden sinus, cosinus och tangens ir bara varianter pi samma genomsyrande
matematiska idé.

Det ir inte bara inom matematiken som proportionella resonemang ir en
grundliggande idé, dven i fysiken ir proportionella resonemang helt centrala.
Proportionella resonemang ir i form av skalning ett gemensamt, samman-
bindande grundbegrepp for alla naturvetenskapliga skolimnen. Till exem-
pel spelar relationen mellan begrinsningsarea och volym en avgorande roll i
manga vetenskapliga processer. I kemiska reaktioner dir hastigheten beror av
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forhallandet mellan begrinsningsarean och volymen p4 de ingiende substan-
serna begrinsar det den tillgingliga energin. Celltillvixt, osmos och diffu-
sion av syre genom porer i dggskal beror ocksé av férhallandet mellan begrins-
ningsarean pé igget och dess volym. Det ir alltsd nddvindigt att behirska
proportionella resonemang for att forstd och koppla ihop grundliggande
begrepp i naturvetenskapen med matematiken.

Allt &r inte proportionellt

Det hir iir den sista artikeln i vér lilla serie om proportionella resonemang. Vi
har beskrivit flera olika typfall som alla hanteras med proportionella resone-
mang, men som pa grund av detaljer 1 uppgifternas formulering ofta leder till
fel av for uppgifterna specifika slag. For att eleverna ska bli bittre pa att hantera
situationer som involverar proportionalitet behdver de kinna igen sddana situ-
ationer, men ocksa bli bittre p att studera situationernas egenskaper innan de
applicerar nigon berikningsmodell. Detta tror vi giller generellt. Det ir bra
att specifikt trina pé att tolka och beskriva situationerna i olika uppgifter. Ar
de additiva, multiplikativa, konstanta, linjira, etc? Ett exempel p4 en konstant
situation som ofta felaktigt framkallar proportionella resonemang ir:

Det tar tva timmar att torka en troja pa kladstrecket. Hur 1dng tid tar det att
torka tva trojor?

Hir dr det direkt olimpligt att anvinda proportionella resonemang och elev-
erna behover lira sig kiinna igen dessa situationer ocksa. Visserligen dr propor-
tionella resonemang effektiva, men allt ir inte proportionellt.

Att systematisk undervisa om proportionalitet kan alltsd bdde vara bra for
att hjilpa eleverna att se likheter mellan olika matematiska omraden, men
ocksa for att dva pa att tolka olika konkreta situationer matematiskt och for
att ova sin modelleringskompetens. De matematiska idéerna iir huvudsakligen
desamma, men den verklighet som modelleras varierar.

Vilka dir dina erfarenheter?

Vi hoppas att denna artikelserie har inspirerat till att undervisa om
proportionella resonemang. Som alltid ir vi intresserade av att fir hora om
olika erfarenheter. Vara kontaktuppgifter finns som vanligt pa sidan 2.

LITTERATUR

Ahl L. M. & Helenius, O. (2017). Varfor dir det sd svdrt att rikna ut hur ling tid
det tar om vi hjdlps dr? Nimnaren 2017:2.

Ahl, L. M. & Helenius, O. (2017). Varfor dir det s svdrt att rikna ut hur mycket
Borje har bantat? Namnaren 2017:3.

Ahl, L. M. & Helenius, O. (2017). Varfor dir det sd svdrt att rikna ut den genom-
snittliga hastigheten? Namnaren 2017:4.

22 NAMNAREN NR1-2018




