Vildmarksmatematik

Jeremy Kilpatrick och Thomas Lingefjard

| en matematikkurs skapad av en grupp matematiklarare vid en ameri-
kansk gymnasieskola, introduceras matematiska begrepp genom rea-
listiska tillampningar som inbegriper analyser av data och matematiska
modeller. Med hjélp av andringar i den lokala kursplanen, har lararna
andrat sin undervisning och darigenom lyckats fa till stand en béattre

inlarningsmiljo.

Denna artikel ar baserad pa en forelasning "Curriculum Change as a
Personal Journey” som gavs av J. Kilpatrick i samband med att han
blev utsedd till hedersdoktor vid G6teborgs universitet i oktober, 1995.

En noggrant planerad och organise-
rad kurs i matematik ar ibland allt-
for lik en fjallvandring som aldrig
lamnar den markerade leden. Man
ser en jamn strom av uppseendevack-
ande scenarier. Man undviker nog-
samt alla aventyr, atervandsgrander,
hinder och anlander valbehallen kl 5
varje eftermiddag till en valtimrad
stuga. Svarighetsnivan ar noga kon-
trollerad och det ar latt att inse att
farden kommer att bli 1&tt och ngjsam.
Tyvarr missar man darmed ocksa
upplevelsen av att vélja en felaktig
men spannande vag, fa sovai det fria,
hitta ett eget spar och insikten i att
man kan komma langt pa egen hand i
vildmarken med intuition och kom-
pass. ” Vildmarksmatematik” ar en
viktig del i en bra utbildning.

Pollak, 1970, p. 329
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"Precalculus’ (férberedande analys) ar den
sista matematikkursen man vanligtvistar i
high school, om man avser att |asa mate-
matik pauniversitet. | USA ansescalculus
fortfarande varaen inledande universitets-
kurs, &en om manga gymnasieskolor er-
bjuder calculus till studenter som gar pa
teoretiska program i arskurs 11 eller 12.
Man inriktar sig oftast pa att repetera och
forsoka fordjupa elevers forstaelse av ra-
tionella, trigonometriskaoch exponentiel-
lafunktioner. Tonvikten &r i alméanhet lagd
paatt transformeraal gebrai ska uttryck och
paegenskaper hosfunktioner. Kursen stra-
var efter att ge en grund for studier i reell
analysoch analytisk geometri. | allménhet
saknas andratillampningar an naturveten-
skapliga och alla modeller & kontinuerli-
ga, dvs diskret matematik diskuteras inte.

Exemplet pa s 24-25 fran Barrett m fl
(1992) visar hur boken och kursen narmar
sig matematiska begrepp utifran rantebe-
rakningar. Man inriktar sig pa matematis-
kamodeller av fenomeni var omvérld och
till&ter darmed stor anvandning av nume-
riska metoder. Eleverna forvantas anvan-
da grafritande réknare och datorprogram
(foretradesvis kakylprogram) nar deltser
problemen. Analys av insamlade data &r
ett av huvudomradenai kursen och elever-

17



na forvantas ofta genomféra egna datain-
samlingar. Matrishantering &r ett annat hu-
vudomrade. Satser och formellabevis sak-
nas helt, vilket & ovanligt for denna typ
av kursbocker. Aven omfang och utform-
ning & ovanliga fér en amerikansk laro-
bok for precalculus. Boken har 330, mot
vanliga 700-800 sidor.

Aven om boken skiljer sig frén vad man
vanligen ser nér det galler utférande och
innehall, & bakgrunden till boken &nnu mer
ovanlig. Fastdan manga laroboksforfattare
I USA & léarare, inbjuds de vanligtvis av
forlag eller andra forfattare att inga i ett
lag. Denna larobok, sdval som den kurs
fran vilken den harror, utvecklades av en
grupp lérare helt utifrén deras egna vill-
kor. Detio forfattarnaingick i matematik-
och datainstitutionen vid North Carolina
School of Science and Mathematics.

En amerikansk gymnasieskola

North Carolina School of Science and
Mathematics (NCSSM) & en allman gym-
nasieskolafér saval flickor som pojkar. Ef-
tersom eleverna kommer fran hela North
Carolinatillhandahdller skolan ocksamaj-
ligheter till logi for eleverna. Elevernahar
det gemensamt att de gjort goda resultat
samt visat starkt intresse for studier i fram-
forallt naturvetenskap och matematik. Be-
slut om att starta skolan fattades av |edan-
depolitiker i North Carolina1978 och den
Oppnades den 1 september 1980 med 150
elever. Vid dlutet av 1994 hade antalet sti-
git till 550 elever i arskurs 11 och 12. Syf-
tet med skolan &r tudelat:

— att utbilda studenter sa att de blir fram-
gangsrikai matematik och naturvetenskap,

— att erbjudafortbildningsprogramtill alla
lérare i matematik och naturvetenskap i
delstaten North Carolina.

Sagott som allastudenter som utexamine-
rats frén skolan har gétt vidare till college
eller universitet och manga av dem har
vunnit utmarkelser for arbeten i naturve-
tenskap eller matematik. Alla elever pa
skolan laser kursen precalculus.
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Kort efter det att skolan 6ppnat, 1980, bor-
jade institutionen for matematik och data-
vetenskap att sokabidrag fran saval priva-
ta sponsorer som fran dverstatliga organ
for att kunna kopa datorutrustning samt
erbjuda s k ”summer workshops’ fér ma-
tematiklararei North Carolina. Lararnapa
NCSSM valde sin precalculuskurs som
underlag for sommarskolan. Darigenom
paborjades ocksa ett arbete att revidera
undervisningsmaterial samt att utveckla
nyaomraden vilket i nkluderade utvecklan-
det av datorprogram avsedda for illustra-
tion av matematiska begrepp i kursen.
Dessaworkshopsdrog till sig en stor grupp
|arare, &ven manga fran andra delstater an
North Carolina. En anledning till popula-
riteten ségs vara att lararna som deltog i
sommarkurserna foéredrog denna typ av
fortbildning framfor forel &sningar av klas-
sisk typ pa nagot universitet. Har fick de
chansen att l|araav kollegor. Med hjdp av
ansenliga donationer och bidrag lyckades
lararna pANCSSM hyrain extralarare for
att kunna utveckla moduler for de olika
delarna av sin precalculus kurs.

Sasmaningom borjadelararnafran som-
markurserna och fran olika konferenser
under 6vriga skolaret att efterfragakopior
av dessa moduler for det egna klassrum-
met. Snart efterfragades en hel larobok,
som skulle innehdlla alla framtagna mo-
duler. Det vore enklare att kopa en laro-
bok istéllet for ett antal sma kompendier
med fotokopierade sidor. Lararna pa
NCSSM hadeinte tankt skrivaen l&robok,
men ins3g behovet om deras idéer skulle
kunna béra frukt bland andra larare. Bo-
ken fick slutligen sex genomgaende teman:
matematiska modeller, datorer och mini-
raknare som verktyg, tillampningar av
funktioner, analys av data, diskret mate-
matik och numeriska metoder.

Vildmar ksmatematik

Medan lararna pA NCSSM utarbetade un-
derlaget for sin kurs, som de kom att kalla
Contemporary Precal culus Through App-
lications, bestémde de sig for att utesluta
omraden deinte kunde motivera. Déribland
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fanns kagelsnitt och binomialteoremet.
|stéllet for att fragasig vilket matematiskt del-
omrade som fdljde naturligt efter ett annat,
bestdmde de sig for foljande krav:

Omvi inte kan introducer a ett begrepp med
en tilldmpning, tar vi inte upp det.

Ménga av lararna hade i borjan svarighe-
ter med att utesluta delomréaden de tyckt
om att undervisaelevernai men alainsdg
sa smaningom vardet av detta harda krav.
Den vanliga undervisningssekvensen i en
amerikansk skola pa denna niva ar defini-
tion—sats—bevis—-exempel-6vning. | precal-
culus kursen pA NCSSM, blev sekvensen
istéllet situation—problem—data—modell-
|Gsning.

Orienteringen mot tillampningar kom
ursprungligen fran Henry Pollak, en myck-
et kand och respekterad "tillampad mate-
matiker” i USA. Han har ocksd visat stort
intresse f6r matematikundervisning paoli-
ka nivaer. Pollak var en av de ursprungli-
gamedlemmarnai den styrelse som Gver-
vakade och stottade arbetet med NCSSM.
Han brukade besoka institutionen for ma-
tematik och datavetenskap for att samtala
med matematikl&rarna om deras arbete.
Pollak hade lange argumenterat for att den
vanliga matematikkursen i skolan gav
eleverna en falsk bild av @mnet, eftersom
dealdrigfick hjépatill att konstruerapro-
blem. Metaforen i inledningen av artikeln
ar ofta citerad.

Naturligtvis finns det andra amerikan-
skalarobdcker fran borjan av 1990 somin-
kluderar vad forfattarna kallar ”tillamp-
ningar.” Den vanliga ansatsen & emeller-
tid att forst borjamed att undervisaom ett
visst matematiskt begrepp och procedurer
I anglutning dértill och dérefter visahur det
eventuellt kan tillampas. Tilldmpningarna
kommer forst efter det att elevernaléart sig
den relevanta matematiken. Istallet for att
introducera ett matematiskt begrepp och
darefter kdmpafor att hittaen tillampning,
ar ansatsen i boken Contemporary Precal-
culus och tillhérande kurs, att borja med
ett problem som déarefter ger tillféle att
diskutera och lara den matematik som be-
hovsfor att |0saproblemet i fraga. Daman
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fragade en larare, som anvande materia-
let, om denna ansats svarade han: ”Om du
kanner ett behov av att lara dig nagot, sa
gor du det nér du maste.”

Under arbetet med |&roboken, ansl6t sig
lararnapa NCSSM till filosofin ”kvalitén
painlarningen ar viktigare an att foljakurs-
planen”. De strévade darfor efter att kon-
centrera sig pa nagra fa huvudomraden,
istallet for att forsoka téacka en lang lista
av mdl. Tillgangentill ny teknologi gjorde
att de trodde att en sddan metod var moj-
lig. Elever skulleforstade " stora” idéerna
I kursen — att tolka métdata, utveckla ma-
tematiska modeller, transformera och an-
vanda funktioner. En av lararna vid
NCSSM gav foljande kommentar till den
matematiskaupplevel se deforsoktegesina
elever:

Jag brukade anse att det var oréattvist
avmig att fraga elever omnagot jaginte
undervisat om. Sa tycker jag inte lang-
re. Nu ser jag det somomvi alltid hade
ett 6ga i backspegeln. ” Kommer ni ihdg
hur vi |6ser denna typ av uppgifter?”

Det var en slags matematik fran minnet
— matematik ar att minnas regler. ldag
forsoker jag fokusera pa att matematik
ar att fundera dver problemstalIningar.
Poangen &r att svara pa en fraga som
du inte vet hur man svarar pa. Vad gor
du nér du inte vet vad du skall géra?

En av de mest nydanandeidéernai kursen
Contemporary Precalculus & den om en
"verktygslada” av elementéra funktioner,
sasom sin X, log x, och x?, vilka anvands
gang pa gang under kursen. Avsikten &r
inte bara att modellera problem utan ock-
sa att introducera en gradvis tilltagande
komplexitet hos funktioner. Eleverna lér
sig att transformera” verktygs adans” funk-
tioner for att passa specifika métdata ge-
nom att vanda, rotera, utvidgaeller trycka
ihop dem. De l&r sig ocksd att kontrollera
transformationen genom att dels forandra
funktionens algebraiska form, dels skissa
grafen. Som ett resultat av dessa Gvningar
blev funktioner ndstan ett fysiskt begrepp,
en slags "modell-lera—funktioner” som
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gick att vanda och vrida p, rata ut och
tryckaihop.

Precal culuskursen vid NCSSM har fort-
satt att utvecklas sedan boken skrivits. L&
rarnahar borjat inkluderafler problem dér
eleverna samlar in egna matdata eller tol-
kar givnamétserier genom att anvanda sta-
tistiskprogram, kalkylprogram eller graf-
ritande miniréknare.

Exempel
| en klass som arbetade med myggproble-
met nedan anvande elevernaen grafisk me-
tod och forsokte dela métdata i tva del-
mangder, vars egenskaper skulle diskrimi-
neramellan de tvainsekterna. Vissaelev-
er anvande en minsta kvadratmetod eller
median — medianlinje som gréansdragning.
Andra, som oroade sig for att gora en
felaktig klassificering vid anvandandet av
dessa linjer, forsokte att anvanda de mest
extrema insekterna i varje grupp for att
definiera en linje och dérefter anvanda en
"medellinje” mellan de tva som skiljelin-
je. En annan grupp ndrmade sig problemet
genom att soka kvoten mellan antenn- och
vinglangd och valde ett medelvéarde i in-

tervallet mellan de g Overlappande mang-
dernaav olika kvoter som skiljelinje. Alla
grupper diskuterade graden av sékerhet i
den klassificering de gjorde.

Elever fran NCSSM, med erfarenhet
fran att |6sa problem av denna typ, fore-
faller ha en annorlunda syn pa matematik.
Elevlag fran skolan har deltagit i nationel-
la matematiktavlingar avseende matema-
tiskamodeller och har presterat mycket va
i jamforelse med studenter fran Harvard
och andra universitet. Deras larare sager
att det inte beror pa att eleverna kan mer
an studenterna fran universitetet, utan pa
att de vet hur man anvander vad man kan.

Bild fran TI-82

/M yggpr oblemet

\

Ar 1981, upptécktes tva nya arter av myggor av bilogernaW. L. Grogan och W.
W. Wirthi Brasiliensdjungler. De gav de tvatypernaav myggor namnen Apf och
Af. Biologerna upptackte att Apf myggan bér pa ett virus som orsakar att hjarnan
svullnar om man blir smittad. Detta kan fa fatala foljder! Den andra myggan, typ
Af, & harml6s och angriper inte manniskor. For att kunna skiljapade tvatyperna
métte biologerna de myggor de fangat. De tva métserierna inneholl bade ving-
och antennlangd hos myggorna.

Af-myggor

Vinglangd (cm) 1,72 164 1,74 1,70 1,82 1,82 190 1,82 2,08

Antennléngd(cm) 1,24 1,38 1,36 1,40 1,38 1,48 1,38 154 1,56
Apf-myggor

Vinglangd (cm) 1,78 1,86 1,96 2,00 2,00 1,96
Antennléangd(cm) 1,14 1,20 1,30 1,26 1,28 1,18

Ar det mojligt att skiljaen Af-mygga fran en Apf-mygga utgéende fran ving- och
antennlangd? Beskriv en metod for att kunna skilja pa de tva varianterna. Skriv
en rapport som beskriver f6r en biolog hur hon eller han skagdrafor att klassifice-
raen infangad mygga. )

\_
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En forandrad kursplan

Det sétt pavilket kursplanen férandradesi
kursen Contemporary Precalculus vid
NCSSM, &r ovanlig pAmangasatt. Manga
amerikanska lérare, speciellt dei det all-
manna skolvasendet, anser sig inte ha fri-
het att forandraen kursmed en given kurs-
plan. Deflestamatematiklérarei USA an-
ser att de maste folja den larobok som &r
utvald for kursen de undervisar i. Vanligt-
vis forvantar de sig att ndgon annan skall
berétta for dem hur de skall gora.

Léararnaarbetadei en skolavarsuppdrag
inkluderade fortbildning fér andra larare.
Deras skolavar ny och de var inte bundna
av tradition eller givna statliga mandat.
Kursen devaldeatt reformerahadeinte n&
gon helt befast kursplan. Inte heller fanns
det ndgon nationell, officiell examination
padet sitt som finnsfor calculus. Innehal -
let i kursen gav goda mojligheter till till-
lampningar.

Trots alla dessa fordelar krévdes enor-
maanstrangningar att utvecklaoch imple-
mentera kursen i skolans program. For att
kunnakdopaloss lararnafran undervisning
behtvdes donationer; rutiner for att skri-
va, métas och diskuteraférandringar samt
skriva pa nytt behévde utvecklas; dator-
progam behovde konstrueras; en ny inrikt-
ning mot en dmnesdidaktisk matematik
behtvde utvecklas. Larare paandraskolor
ansdg den nya kursen svar att undervisai.
Elever vagrade delta i en kurs som inte
stdmde in i deras bild av hur en matema-
tikkurs skulle se ut. Skeptiska skolpoliti-
ker, administratorer och forddrar ifraga-
satte varfor kursen behdvde andras.

Fastan USA inte har en officiell natio-
nell laroplan for skolamnen, sa finns det
en de facto nationell l&roplan, delvis for
att befolkningen &r sa rorlig. Forddrarna
vill att barnen enkelt skall kunnabytasko-
la, och universiteten vill ha studenter med
ungefér sammabakgrund i fragaom inne-
hall i kurser. Pasasétt skapasett tryck rik-
tat mot skolan att inte skapa nydanande
kurser eller ens andrainnehdllet i befintli-
ga kurser i nagon storre utstrackning. De
l&roplansguider som produceras av de 50
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staternatenderar att vara kopior av varan-
dra. Skolor tar fram lokalakursplaner som
motsvarar innehdllet i de mest popul&ralé-
robockerna.

Den s k laroplanen, som presenteras i
kursplaner och larobocker, representerar ett
urval 6nskemad fran skolauktoriteter och
|&roboksforfattare om vad elever bor lara
sig. Den verkligaléaroplanen & emellertid
nagot helt annat, namligen summan av de
erfarenheter som eleven gor i skolan. Den
kan aldrig fangas pa papper. Intentionerna
I en l&roplan & mer som enritning Over ett
hus @ som huset géavt. Oavsett om det
finns en nationell l&roplan och ett natio-
nellt examinationssystem eller g, s utgor
samhallsstrukturen en begrénsning for
elevens sétt att uppfatta laroplanen. Det
finns altid ett gap mellan officiella utta-
landen och praxis:

Centraliserade systemar inte sa centra-
liserade och decentraliserade systemar
inte sa decentraliserade, som man van-
ligtvis tror. Som en fransk skolinspek-
tor en gang anmérkte: ’ | Frankrike for-
vantasvarjelararegora sammasak men
det gor de inte och i England, dar alla
forvantas ga sin egen vag, gor alla sam-
ma sak.’

Howson, Keitel, & Kilpatrick, 1981

Trots att manga roster hojts for att refor-
mera skolmatematiken i USA under det
senaste arhundradet kan man argumentera
for att det, trots mycken retorik och ytliga
forandringar, inte varit ndgon riktig reform
(Kilpatrick & Stanic, 1995). Ropen efter
"enhetlig matematik”, " den nya matema-
tiken”, ” problemlsning” och ” standards’
har inte resulterat i ndgot substantiellt an-
norlunda kursinnehall eller annorlunda
struktur, annat an marginellt. Ett av de fa
undantagen & precalculus och det mesta
av dess typiska innehall skiljer sig inte
namnvart fran kursen som var dess fore-
gangare. Kursplanen i matematik for hog-
stadiet och gymnasiet i USA ser ungefar
ut som den gjordevid sekel skiftet. Deflesta
matematiklérare undervisar om det inne-
hall och pa det sétt de sjdva larde sig en
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gang. Farre an 10 procent av de som un-
dervisar i matematik i USA tillhor en pro-
fessionell organisation for matematiklara-
re (ungefar ssmma siffror galler for andra
lander), och de flestalarare &r inte profes-
sionellt inblandade i kursplanearbete och
anstranger sig intefor att andralaroplanen.
Det finns starka krafter for att bevara sta-
biliteten i skolsystemet vilket gor varakti-
gaforandringar av kurs- och laroplaner sa
gott som omgjliga att introducera av skol-
politiker eller fackfolk.

N& rymdprogrammet i USA var som
mest uppmarksammat i borjan av 70-tal et,
borjade folk undravarfor inte utbildnings-
vasendet kunde utvecklas pa ett liknande
sétt. " Vi kan skicka folk till manen. Var-
for kan vi intel6sa problemen inom utbild-
ningen?’ Svaret & att det & enbart ett tek-
niskt problem att placera folk pa méanen
medan det &r ett allt annat an tekniskt pro-
blem att forbattra skolan, som Irving
Kristol (1973) pdpekade. Att forbattra ut-
bildning innebér att férandra synsétt och
man kan inte forandra manniskor pa sam-
ma satt som man uppdaterar dataprogram
eller tar fram en ny flygplansmodell.

Méarkbaraforandringar av |aroplanen s&
somden upplevsav elever, i USA eller n&
gon annanstans, kan foljaktligen inte ge-
nomfdras genom att man publicerar nya
laroplaner, kursplaner eller |arobtcker.
Den typen av dokument kan endast stimu-
leratill foréndringar.

Verklig forandring av skolans upplevda
|aroplan uppnas enbart nér larare salva
bestammer sig for att forandra de satt pa
vilket de undervisar och vad de undervi-
sar om.

Vildmarksundervisning

Lé&rarna och larare pa andra skolor, vilka
deltog i NCSSM's workshops och konfe-
renser, kunde éndra pa dels den kurs de
undervisadei, dels det sétt de undervisade
pa, tack vare det stod de fick av omgiv-
ningen. De stimulerades ocksa av mojlig-
heten att |&ra sig mer matematik och att
experimentera med nya undervisningsfor-
mer. En stor del av denna stimulans fanns
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I att de undervisade varandra och arbetade
tillsammans i ett gemensamt projekt. L&
rarevid andra skolor upptackte att de hade
blivit medlemmar i ett landsomfattande
natverk, dar medlemmarna ville éndra pa
sin undervisning.

Som en illustration till hur lararna en-
gagerade sig i varandras undervisning kan
vi berédtta om hur de svarade pade svarig-
heter som vissa elever hade med réntebe-
rakningsproblemet. | en klass beréknade
elevernaresultatet nér en dollar investera-
des till 100 % réntesats om rantan berdk-
nas per ar, kvartal, manad, dag, timmaoch
minut. N&r en elev forsokte att berdknaran-
tan per sekund, fann hon att resultatet mins-
kade istéllet for att Oka, jdmfort med be-
rakning per minut. Hennes larare var inte
saker pavarfor dettaintréffade och kunde
bara anta att eleven "forlorat signifikanta
siffror” pasin miniraknare. Efter lektionen
konsulterade |araren en annan larare pa
skolan vilken uppgav att hon upplevt sam-
ma problem i sin klass. Aven en tredje | &
rare hade uppmérksammeat problemet. Vid
lararnas vanliga tisdagsmote diskuterades
problemet och en l&rare beréttade om hur
en elev undersokt problemet med ett kal-
kylprogram. Sjélv hade lararen anvant en
miniréknare och testat resultatet nar man
gick fran ranteberakning per minut till en
tiondels minut. Hon kunde dérigenom bétt-
re folja hur begransningen hos minirakna-
ren numeriska kapacitet paverkade resul-
tatet. Som en f6ljd av diskussionen denna
tisdag, kunde dlalérarnadtervandatill sina
klasser och forklara hur begrénsningar hos
minirdknare och datorer kan paverka re-
sultatet.

Matematiklérare har ingen tradition av
professionellt utvecklingsarbete dér de kan
undervisaandralérare i matematik, bli un-
dervisade av andralérare, |éaraoch utveckla
nya undervisningsformer tillsammans. L&
rarnavid NCSSM br6t ny mark och skapa-
deenmilj6i vilkenintebarakursplanen och
innehallet i kursen utan ocksa det sétt pa
vilket de undervisade forandrades. Alltef-
tersom de larde sig att undervisa i "vild-
marksmatematik” sa att eleverna arbetade
med problem vars resultat eller utveckling
inte kunde forutses, larde de sig ocksa att
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arbeta som ett |ag, att delamed sig av sina
idéer och att laraav andralérare.

| dennamilj6 uppstod ingen kritik av de
|arare pa andra skolor som inte vagade ta
steget fullt ut mot en s pass aventyrlig
pedagogik. Tvartom uppmuntrades varje
larare somville deltai projektet att anvan-
da dessa idéer salangt som han eller hon
ansdg tryggt. De insag att arbetet med att
forandra kursplanen &r ett personligt ut-
vecklingsarbete som kraver stod, uppmunt-
ran och tillfalle till att prova och forkasta
nya undervisningsmetoder. Precis som de
arbetade med sina elever, oavsett var de
befann sig i sin matematiska utveckling,
arbetade de ocksa med sina kollegor oav-
sett var de befann sig i sin pedagogiskaut-
veckling. De bjod in andra larare till att
deltai sin processav reflektion och gemen-
sam uppmuntran, men forstod ocksa nar
vissaav dessainbjudnaléarare valde att ga
sin egen vag.

Larare vid NCSSM upptackte att en
"riktig” foréndring av den upplevda kurs-
planen och d&rigenom ocksaen utveckling
av hur larare undervisar, ser annorlundaut
fran insidan an fran utsidan. Det &r en 0s&-
ker och riskabel process som kraver stod
och uppmuntran fran de egna kollegorna
och omgivningen. Det & en langsam pro-

cess som kréver mycket av var och en som
inte foljer den vanliga trygga vagenoch
aventyrar etabl erade pedagogiskakonven-
tioner i klassrummet och skolan. Proces-
sen foljer inte de vanliga lagarna fér sam-
héllelig ingenjorskonst eller inférande av
ny policy. Istéllet tar den den Gver uttryck
fran samma slags " vildmarksvandring”
som dessa larare ville att eleverna skulle
vaga prévai matematiken.
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Sammansatt ranta

Man kan berékna den ranta man far om
man satter in pengar pa ett rantebarande
konto pa olika satt. Ett satt ar kapitalise-
ring helarsvis, vilket innebar att rantan till-
fors kontot vid slutet av aret. | dag ar det
kanske vanligare att tillféra rantan kvartals-
vis, manadsuvis eller dagligen. En bank som
beréknar ranta kvartalsvis, raknar ut och
adderar den intjdnade rantan till det rante-
barande kontot vid slutet av var tredje ma-
nad. Vilken effekt har denna mer frekven-
ta kapitalisering pa kontots behallning?

Antag att Maria satter in 1000 kr pa en
bank som ger 8 % i réanta. Banken berak-
nar ranta kvartalsvis. Rantan tillférs hen-
nes konto 4 ganger pa ett ar, men endast
en fjardedel av 8 %, dvs 2 %, anvands vid
varje berakning. Vid slutet av forsta kvar-
talet har Maria pa kontot

1000 - 1,02 =1020
Vid slutet av det andra kvartalet har Maria
1020 -1,02 = 1000 - 1,02 2=1040,40

Vid slutet av det forsta aret kommer be-
hallningen att vara

1040,40 - 1,02 - 1,02 = 1000 - 1,02 *
=1082,43

Notera att detta &r ett nagot hogre belopp
an vad motsvarande belopp skulle bli vid
arlig kapitalisering, 1080. Vi kan gora jam-
forelser genom att lata ett kalkylprogram
berakna behallningen efter exempelvis 5
ar for olika frekvenser pa ranteberakninga-
rna. Tabell 1 visar resultatet for olika frek-
venser av ranteberdkningar och tidsperio-
der, vid 8% rénta. Vardena i tabell 1 visar
tydligt att det spelar en viss roll hur ofta man
beraknar ranta.

Tabell 1 Behallning vid olika kapitalisering

Ovningar

1. Ange ett samband for hur det framtida
véardet F beror pd en forsta insattning A,
antal ar N med kapitalisering kvartalsvis.

2. Ange ett samband enligt ovan, men
med rantan berdknad manadsvis.

3. Ange ett generellt samband for hur det
framtida vardet F beror pa en forsta in-
sattning A, antal &r N och med rénta be-
raknad k ganger per ar.

4. Studeratabell 1 och jamfér behallning-
en pa Marias konto for olika frekvenser pa
ranteberakningen. Kontrollera garna var-
dena i tabellen, utgaende fran 1000 kro-
nor och 8 % ranta. Alla varden ar avrun-
dade till nArmaste heltal. Beskriv med ord
hur den framtida behallningen férandras
nar frekvensen pa kapitaliseringen tkar.

Ogonblicklig kapitalisering

Studera vardena i tabell 1. Genom att lasa
nedat kolumnvis kan vi se hur behallningen
pa kontot Okar, nar antalet ar okar. Om vi
laser radvis ser vi att behallningen 6kar nar
frekvensen pa ranteberakningarna okar,
men 6kningen forefaller minska desto tata-
re ranteberakningar vi utfér. Det verkar som
om det finns en dvre grans for 6kningen.

| tabell 1 berdknades de olika vardena
med hjalp av sambandet

Framtida varde: A, (1+ L) KN
k

dar A, representerar den ursprungliga in-
sattningen, r ar den ranta man far, k ar an-
talet berakningsperioder per ar, och N ar
antalet &r som rantan beraknas pa. | ta-
bell 1 &ar A ,=1000 och r=0,08, vilket inne-
bar att féljande samband anvandes:

Ar Kapital
ar kvartal manad vecka dag timme minut
5 1469 1486 1490 1491 1492 1492 1492
20 4 661 4 875 4 927 4947 4 952 4 953 4953
30 10063 10 765 10 936 11 003 11 020 11 023 11 023
24 Namnaren nr 2, 1996



0,08 0,08
1000(1 + ’T)kN = 1000((1+ ’T)k)'\l

Eftersom antalet ar, N, ar konstant i varje
rad, beror den 6kning av beloppet vi kan
laktta for Okad frekvens av ranteberékning-
ar, uteslutande pa kvantiteten
0, 08)k
k
en knuten till ett visst N forefaller vara upp-
at begransad, kan vi sluta oss till att ut-
trycket maste ha ett gransvarde nar k gar
mot oandligheten. | tabell 2 ser vi detta ut-
tryck beraknat for stérre och storre varden
pa k. Gransvardet vi talat om forefaller vara
lika med 1,083287, avrundat till sex deci-
maler.
Anvand nu en minirdknare for att berak-
na vardet av e %%, Genom att jamfora ditt
resultat med vardena i tabell 2, bor du se

0,08,k

Kk

for stora varden pa k. Haller detta sam-
band aven fér andra vardet par ? Anvand
garna din miniraknare for att kontrollera
sambandet nar r = 1. Tabell 3 visar vad

1+ . Vidare, eftersom behallning-

ett samband mellan e % och (1+

N
som hander med uttrycket (1+E) for

nagra olika varden pa k. Anvand minirak-
naren for att berakna vardet av e * och jam-
for med vardena i tabell 1. Detta borjade
understkas av matematiker i bérjan av

1 k
1800-talet. Gransvardet for (1+E) da

kK . oo &r 2,71828,... Talet brukar kallas
e, uppkallat efter en matematiker fran
Schweiz, Leonhard Euler. Med hjalp av
matematiska symboler kan vi skriva sam-
bandet sa har:

. 1 k
Iim A+-)" =e
( k)

k - oo

Anvand din raknare till att jAmfora varden

.10
fore %19 och (1+ T)k dar k ar ett stort

tal. Upprepa for andra varden pa r och
Overtyga dig om att foljande samband &r
korrekt

: r k r
Iim (1+-)" =e
( k)

k - oo

Exponentialfunktionen med basen e,
f(x) = e ¥, ar viktig i manga sammanhang
dar en kvantitet vaxer eller avtar med kon-
stant hastighet. Genom att anvanda det
samband vi funnit, kan vi berékna resulta-
tet av frekvent ranteberéakning pa ett nytt
satt. Om réanta beréaknas mycket ofta och
fors till kapitalet pa det insatta beloppet

0,08
1000 kr, kan uttrycket 1000- (1 + T)kN

approximeras med 1000-e 008N,

Den matematiska modell vi far genom
att anvanda e, svarar mot kontinuerlig ka-
pitalisering. Namnet antyder vad vi lagt
marke till, desto mer frekvent ranteberak-
ning, desto battre kommer approximatio-
nen att stamma.

Tabell 2

Kapitalisering

Ar kvartal manad vecka dag timme minut
1+ 2%k 1,080000 1,082432 1,083000 1,083220 1,083278 1,083287  1,083287
Tabell 3
k 10 100 1 000 10000 100000 1 000 000
A+ %) k 2,593742 2,704814 2,716924 2,718146 2,718268  2,718280
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