Cecilia Kilhamn

Tallinjen som ett didaktiskt
redskap

For att elever ska kunna dra verklig nytta av en tallinje i sitt matematiklarande
behover de fa undervisning om hur den kan anvandas bade som en modell
av talen och som ett stod for tdnkande och matematiska resonemang.

tiskt redskap for att utveckla taluppfattning, riknefirdigheter och for-

maga att resonera med hjilp av en av matematikens uttrycksformer. Nir
tal representeras pi en tallinje blir vissa egenskaper hos talen synliga medan
andra hamnar i bakgrunden. Tal som antal eller objekt i en mingd ir den
helt dominerande bilden av tal hos barn i skolans tidigare 4r. For att klara av
en utvidgning av talomradet fran naturliga tal till rationella tal (tal i brak- och
decimalform) och tal med tecken (positiva och negativa tal) behover eleverna
utvidga dven sin inre bild av talen. I den hiir artikeln ska jag beskriva tallinjens
egenskaper som modell av talen och hur den kan anviindas som modell for tin-
kande och matematiska resonemang.

Under arbetet med min avhandling Making sense of negative numbers upp-
tickte jag att tallinjen hamnat i skymundan i den svenska skolmatematiken.
Tallinjer lyste med sin franvaro i liromedelsproducenternas kataloger och tallin-
jer anviindes inte av eleverna eller liraren i min studie. Lite har detta borjat for-
indras och vi dr forhoppningsvis pd vig att ta in tallinjen i skolmatematiken pa
allvar. T datainsamlingen till min avhandling intervjuade jag elever niir de gick i
4k 6,7 och 8 om deras taluppfattning. I slutet av en 30 minuter ling intervju bad
jag dem rita en tallinje. P4 bilderna ser du nigra exempel pa vad eleverna ritade.

Tallinjen kan ses bdde som en mental modell av talen och som ett didak-

Sean kom inte pd ndgot att rita i dk 6 och | /\f‘_nr—r—ﬁ—-‘%‘ ) ~
ritade sedan denna tallinje i dk 7. \ 5 < g ¢

P forsta bilden frin interviun i dk 6 ritar
Freddy ett talstreck som indikerar att ndagon —~ N

talari en dialog. Pd bilden frin dk 7 skriver "
han en rad med tal i ordning, men i motsatt

ordning som en konventionell tallinje.
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[ dk 6 ritar Viktor en gubbe som
stdr pd en linje och talar. I ik 7 har
det blivit lite mer likt en matema-
tisk tallinje.

Enligt Axel i dk 6 dr tallinjen den
linje man drar under talen i en

uppstdllning.

[ dk 6 ritar Petra en linje med tal
pd, idk 7 en symmetrisk tallinje

A/Bé

runt 0 men utan tecken pd talen. —=2 I ~q

18 NAMNAREN NR2-2014

3537?

48421002 345

1 L 1

Det ir tydligt att for dessa elever ir tallinjen inte ett mentalt redskap som de
kan anvinda for att tinka pd och resonera om tal och operationer. Tallinjen ir
inte ens en modell av talen, in mindre en modell for tinkandet. I ak 7 hade de
flesta elever ritat en matematisk tallinje som pa nagot sitt liknade den konven-
tionella tallinjen och d4 bad jag dem visa enkla operationer p4 tallinjen. Endast
12 av 21 elever kunde visa 9—2 p4 tallinjen och endast 7 av 21 kunde visa 5—8.

Nir vi talar om tal anviinder vi ofta tallinjen som metafor och ger talen
egenskaper av ligen, strickor och rorelser. Till exempel siger vi att 37 ir lingt
fran 370 men 4,9 ligger nira 5. Vi kan riilkna upp alla jimna tal mellan 62 och 80
men hoppa dver de udda. Nir vi multiplicerar med 5 gor vi 5-skutt. Vi riknar
baklinges frin 63. Talens egenskaper av ordning; stricka eller avstind; rorelse
eller forindring, blir synliga om vi arbetar med tal pa tallinjen. Dessa egenska-
per ir viktiga komplement till tal som antal.

Tallinjen ir starkt kopplad till mitning. P4 en tallinje behover vi enbart
erfara storlek och forindring i en dimension — lingd. Att reducera nigot kom-
plicerat till virden pa en skala iir ett sitt att forenkla tillvaron. Dérfor dverfor
vi manga olika storheter till en tallinje niir vi vill mita och jimféra dem. P4 bil-
derna syns nigra exempel pa tallinjer vi méoter i vardagen och som pa en linjir
skala visar volym, temperatur och vikt.




Tallinjen som modell av talen

Som vi sig pa elevernas bilder ir det inte sjilvklart for alla hur tallinjen fung-
erar. Det blir ett viktigt undervisningsinnehall att klargéra hur tallinjen fung-
erar som matematisk uttrycksform genom att belysa vilka egenskaper den har.
Ska tallinjen fungera som ett sitt att kommunicera om tal méste vi alla ha en
gemensam syn pd hur den representerar tal.

Skillnad mellan talrad och tallinje

Uppriknandet och talramsan kan illustreras med en talrad. P4 en talrad kom-
mer talen som kompakta enheter i form av diskreta tal. Pa bilderna ser du tvd
olika talrader:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o 0O 00O 0000 [00000 [ 00000 [00000 [ 00000 [ 00000 [ 00000
o OO OO0 000 | 00000

Den ¢vre talraden
innehdller talen
1-9 med talbilder,
den nedre inne-
haller talen 0-9
utan talbilder.

Talraden illustrerar ordningsegenskapen (ordinaliteten) hos tal. Varje tal kom-
mer i en bestimd ordning och har en bestimd efterfoljare. Problemet med tal-
raden ir att talen inte ir kontinuerliga. Det finns exempelvis ingenting mellan
talen 3 och 4. Var pa talraden ska jag placera ¥ och 3,7?

Vi kan tinka oss tallinjen som ett staket, byggt av lodrita pinnar och vig-
rita reglar. P4 staketet kan vi rikna sdvill pinnarna som mellanrummen mellan
pinnarna. Om jag talar om skillnaden mellan 2 och 6 ir det kanske inte helt
uppenbart att jag menar de fyra mellanrummen och inte de tre tal som finns
mellan talen 2 och 6.

Y VIR VIRV
R T R
14 0 1 2 & @ 6 6 7
P4 nista bild visas talens egenskaper som mitetal och avstind. Det iir ett kint
fenomen att barn ofta gor fel nir de ska miita en lingd om de missar att utga
fran 0. Kanske beror felet pa att de inte fokuserar mellanrummen mellan talen
utan enbart punkterna.

En elev méste forstd att det ir avstindet mellan punk-
ten 6 och punkten 11 som ir det mitetal som visar klim-
mans lingd. P4 linjalen forekommer talen dels som punk- |
ter pa tallinjen och dels som avstind mellan punkterna.
Vilken aspekt av talen som ska fokuseras i olika samman- |
hang iir inte sjilvklart for alla. Arbetar vi med att rita gra-
fer i ett koordinatsystem ir det punkterna som ir intres-

santa, men gor vi ett stapeldiagram eller miiter med en
linjal ir det mellanrummen som blir betydelsefulla.
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Nir eleverna i intervjustudien tillfrigades om de ndgonsin sett en tallinje, eller
om de visste ndgon anvindning av en tallinje, svarade de flesta att de bara sett
den i matteboken, aldrig nigon annanstans. De f4 exempel som kom fram var
termometern eller kalendern. Tidslinjer ir lite speciella. Om vi gor en tidslinje
over en timme eller ett dygn brukar vi géra den som en tallinje med en konti-
nuerlig skala. Klockan ir en sidan tallinje. Vi kan miita tiden kontinuerligt och
se nir den ir nistan framme vid ett visst klockslag. En tidslinje som stricker
sig dver en lingre tid dr diremot ofta diskret, egentligen en talrad.  minadska-
lendern har varje dag sin egen ruta, men vi skiljer inte pa borjan och slutet av
dagen och kan inte visa i kalendern niir en halv dag har gitt.

1 2 3 5 6 7

Talraden visar alltsd ordningen pé talen, ingenting mer. Talet 4 p4 talraden ovan
ir det fjirde avstindet och det kommer efter det tredje. Men talet 4 ser ut att
vara lika stort som talet 3 eller talet 1. Talens storhetsaspekt kommer inte fram
pa talraden, vilket den gor pd tallinjen.

P4 tallinjen nedan kan vi istillet se talet 4 illustrerat pa en miingd olika siitt
som framhiver olika egenskaper. Det iir dels en punkt pa tallinjen som visar
ordningen. Det ir dven en stricka som miter avstdndet mellan O och punkten
4 vilketisiginnefattar alla avstind som ir kortare (roda linjen). Vi kallar det for
talets kardinalitetsaspekt: i talet 4 ryms dven 1, 2 och 3, och alla innu mindre
delar av dessa. Talet kan dven illustreras med ett annat avstind pa tallinjen som
ir precis 4 enheter lingt, exempelvis avstindet mellan talen 2 och 6 (gula lin-
jen), eller som en rorelse 4 enheter framat (addition med talet 4, bla pilen) eller
entorelse 4 enheter bakit (subtraktion med talet 4, lila pilen).

+4 -4

Vi anviinder oss av alla dessa egenskaper hos talen nir vi tinker pa operatio-
ner. Nedan ser du tvé olika sitt att visa berikningen 1+4 =5p4 tallinjen. I den
forsta versionen ir talen 1 och 5 punkter och talet 4 en rorelse fran 1till 5. T det
andra exemplet ir alla tre talen striickor och vi visar att om striickorna 1 och 4
liggs bredvid varandra sa ir de lika laingt som strickan 5.
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En vanligsvirighet for elever i skolans tidiga ar dr att forsta subtraktionens anti-
kommutativitet, dvs att 5-4=4-5. P4 tallinjen blir detta uppenbart om vi
utnyttiar egenskapen att tal kan ses som rorelse.

-4
-
+~— Yy -
0 1 5 10
-5
v : -
-1 0 1 4 5 10

Egenskaper hos tallinjen

For att tallinjen ska fungera som modell av talen behover vi vara dverens om
hur modellen fungerar. Dirfor ir det viktigt att vi klargor vilka éverenskom-
melser det finns nir det giller tallinjen.

1. Ordningen frin vinster till hoger

De reella talen utgdr en ordnad mingd. Vi visar denna ordning fran viinster
till hoger pa tallinjen, eller nerifrin och uppat om vi har en lodrit tallinje som i
ett koordinatsystem. Talens vérde dkar dt higer och minskar at viinster. Detta
visas med pilen dt higer, den positiva riktningen. Moderna svenska lirobocker
visar denna ordning genom att rita en pil lingst till hoger pa tallinjen. En ildre
innebord av pilen, som fortfarande anvinds i vissa delar av virlden, ir att rita
den pa bade viinster och hoger sida for att illustrera att tallinjen fortsitter. Det
ir overflodig information eftersom en linje per definition inte har nigon bér-
jan eller nagot slut.

2. Utgdngspunkten noll, 0

Talet O har en speciell status. Det kallas ibland origo, begynnelsepunkt eller
nollpunkt. Det ir ett unikt tal eftersom det p4 tallinjen endast kan illustre-
ras som en punkt. Talet O dr ingen striicka och ingen rorelse. Denna egenskap
framgar inte pa talraden i borjan av artikeln dir alla tal inklusive noll ges samma
utrymme. Tallinjen dr symmetrisk kring talet 0. De negativa talen ligger pa lin-
jen i negativ rikining frdan 0 pa si sitt att vi riknar hur minga enheter vi avligs-
nar oss frdn noll. Ordningen pa den negativa sidan blir dirfér motsatt mot den
positiva sidan, iven om talens viirde fortfarande sigs 6ka frdn vinster till hoger.
Detta innebir att negativa tal har tvd olika storleksegenskaper. Till exempel ir
talet -4 "ett storre negativt tal” in talet -3 eftersom det ligger lingre frin talet
0, samtidigt ir talet -4 "ett mindre tal” in talet -3 eftersom det ligger lingre till
vinster. Vi kan kalla det forsta for absolutbelopp och det andra for viirde.

3. Enhetsintervallet (ettan) dr strickan mellan 0 och 1
Enhetsintervallen bygger upp tallinjen. En hel pa tallinjen ir alltid ett avstind
som ir lika lingt som avstindet mellan O och 1.

Y
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4. Storre intervall byggs upp av enhetsintervallet

Vi gor skutt eller hopp pa tallinjen som bestar av multiplar av enhetsinterval-
let, de ir alltsa proportionella mot enhetsavstindet. Till exempel ir avstindet
eller rérelsen 5 pa tallinjen alltid 5 ginger si ling som enhetsintervallet.

B — T T T T T
0 5 10 15 20 25
= ——

5. Enhetsintervallet (ettan) kan delas upp i delintervall

Delar i form av brik eller decimaler relateras alltid till enhetsintervallet.
Rationella tal mellan O och 1 placeras mellan talen O och 1 pa tallinjen. Till
exempel kan %2 ses som antingen punkten mitt emellan talen O och 1, eller som
avstandet fran O till punkten Y%, eller som ett avstind eller en rorelse som iir
precis 2 enhetsintervall lingt ndgon annanstans pa tallinjen.

1/2

Undervisning om tallinjen som modell av talen

Vi ska titta pd en del av en lektion
som handlar om att gora tallinjen till
en modell av talen. Beskrivningen |
ir utvecklad fran en lektion i ak 11
Ryssland som jag sett pd video utan
att fa en oversittning. Uppgiften bor-
jar med att liraren visar tva vaser och
fragar: Ar det lika mycket vitska i bida
vaserna?

Efter en stunds diskussion konsta-
teras att vaserna har olika form och
ir olika vida och dirfor kan man inte |
bara jaimfora hojden. Nu uppstar nya |
fragor:

o [ vilken vasfinns det mest viitska?
© Hur stor ir skillnaden?
© Hur kan vi tareda pa det?

Att mita upp vitskan i de olika
vaserna ir en strategi. Liraren plockar
fram ett mindre glas och tillsammans
hiller de och riknar hur manga sma glas som fylls av viitskan i varje vas.

For att halla ordning pa rikningen ritar liraren en linje pa tavlan och mar-
kerar med en vimpel var de ska borja rikna. Talet O ir sa speciellt att det far
komma senare. Allteftersom glasen fylls markeras intervallen och talen skrivs
succesivt i ordning. Nir bida mingderna har blivit uppmitta finns foljande

tallinje pa tavlan:

! 2 3 Ll S 6
U awmw mmw lew + . .
TS QMR IV VDV WA Waggdt
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Situationen med jimforelse av vitskor har nu modellerats med hjilp av en tal-
linje. Den tredimensionella storheten volym har reducerats till en dimension
och viseratt den viinstra vasen rymmer fyra glas och den hogra rymmer sex glas.
Nu kan vi litt jimfora de tva volymerna som ir representerade som strickor
pa tallinjen. Samtal kan foras kring hur stor skillnaden ir. Ar skillnaden 5?
Talet 5 ligger ju mellan 4 och 6. Eller dr skillnaden I? Det finns endast ett tal
mellan 4 och 6. Eller dr skillnaden 2? Det finns tvd mellanrum, enhetsinter-
vall, mellan 4 och 6.

Eleverna overtygar varandra och liraren att det dr mellanrummen som
representerar skillnaden, de har ju sjilva varit med och mitt upp den. Vi kan
sedan gi vidare och friga hur skillnaden skulle se ut om vi hillde i ett glas till i
varje vas. Eller om vi hillde i ett halvt glas till i varje. Den beskrivna vningen ir
ett exempel pd problemldsning som behandlar miitandets princip. Samtidigt
ir det en lektioni hur tal kan representeras och tolkas p4 tallinjen, hur tallinjen
fungerar som representation av tal.

Tallinjen som modell for att tanka

Tallinjen kan anvindas som modell for att tinka; att operera,
resonera och kommunicera om tal. Titta pd bilden av cykeln
i gatan. De som vet vad en cykel ir ser direkt nir de kom-
mer dkande i bil eller pa cykel att det ir hir cykeln ska vara.
Bilden av cykeln iir till fér att kommunicera ett budskap. Det
ir inte en modell som ska lira nigon vad en cykel ir. Den som
inte vet vad en cykel ir kan inte lira sig det av den hir bilden.

P4 samma siitt ir det med tallinjen. For att fungera som
redskap for att tinka och kommunicera om tal behéver tal-
linjen vara en modell av talen pa samma sitt for alla. Nir bade
lirare och elever kinner sig trygga med tallinjen kan de anviinda den for att
skissa, visa huvudrikningsstrategier och beskriva resonemang. D4 blir den en
modell for tanken, inte enbart en modell av talen och man kan ocksé kosta pa sig
att forenkla. Det dr svart att rita en perfekt cirkel utan passare. Men om alla vet
vad en cirkel dr och jag ska rita en for att resonera om skillnaden mellan en linje
som skiir cirkeln och en som tangerar, da behver den inte vara perfekt.

Den tomma tallinjen

Nir tallinjen ska vara en tankemodell ir det bra om den ir enkel. Man kan utgd
fran en linje som ir tom, eller 6ppen, i bemirkelsen att inga tal eller marke-
ringar finns frin borjan. En linje ritas och endast de tal som behovs markeras,
inga andra. Visas ett tal som en striicka eller rorelse si skriver man ut vilken
stricka eller rorelse som avses och ligger inte moda pa att fa bilden helt propor-
tionerlig. Man vet ju redan hur tallinjen fungerar s man kan tillata sig att vara
lite slarvig. Just den tomma tallinjen har visat sig underlitta elevernas kreativi-
tetiatt utvecklastrategier, eftersom de inte blir "lasta” av de redan utsatta mar-
keringarna. Istillet for att alltid dela upp ett tali ental eller tiotal som #ir marke-
rade pa en firdig tallinje blir de fria att géra helt andra uppdelningar.
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Hir visas nagra exempel pa olika riknestrategier for att berikna 16 +19=35
och dir den tomma tallinjen har anviints for att representerar dem. I ena fallet
adderas forst 20 och sedan subtraheras 1, representerat genom de tre rérelserna
+10+10-1. I samma bild visas ocksi addition med 19 representerat genom
rorelserna +10+9. I bida fallen borjar man pa 19 och slutar pa 35.

A0

+10 « 9

—i= /
16 yr4

35 3¢

Resonemanget kan dverforas till ett annat talomride. I den andra bilden visas
additionen 1,6 +1,9. Den valda strategin hir ir att dela upp 1,9 i mindre delar
for att sd mycket som mdjligt kunna arbeta med heltal.

+ |0

!
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e 26 30 35

Nista bild kan illustrera tre olika berikningar: 35-19 =16 eller 19 + 16 =35 eller
35-16=19. I de tva forsta berikningarna ir 19 och 35 punkter pa tallinjer och
16 ir skillnaden i avstind mellan punkterna. Utifrdn den hiir representationen
kan vi féra resonemang om hur de tvd berikningarna ir relaterade till varandra
och slutligen dra den generella slutsatsen att alla subtraktioner kan skrivas om
till additioner. 35-19 =x <19+ x=235.1den tredje berikningen ir 35 en punkt
och -16 en rorelse bakat som slutar pa punkten 19.

| (0 S
T e,
o —_—

q 20 £Y 35

Foljande illustrationer visar tre elevers olika sitt att berikna 71—-69, med allt
effektivare strategier som utnyttjar formigan att dela upp tal pa olika sitt
och visar olika nivaer i utvecklingen av en god taluppfattning. Den forsta ser
subtraktion som rorelse bakat och #r fast i att tinka tiotal och ental. Det blir
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6 tioskutt och 9 entalsskutt bakat, totalt 14 tankeled att rikna. Den andra gor
fortfarande tioskutten bakat men gor istillet 7 tioskutt och kompenserar med
att addera ett. Den tredje ser 69 och 71 som tva tal pa tallinjen och visar att skill-
naden mellan dem ir 2 eftersom man bara behdver gi tva steg frain 69 till 71. T de
bada forsta strategierna ses talen 71 och 2 som punkter och det tal, 69, som ska
subtraheras som rorelse. I det sista fallet ses talen 71 och 69 som punkter och 2
som avstindet mellan dem.

(VS
I

b4 10 =3

Summering

Den hiir artikeln har forsokt beskriva tallinjen som ett didaktiskt redskap,
framforallt hur tallinjen kan vara en modell av talen och vilka egenskaper hos
talen som kommer fram p3 tallinjen. Artikeln ir den forsta i en serie artiklar
om tallinjen dir de kommande innehéller fler undervisningsexempel pd hur
tallinjen kan anviindas som en modell for att tinka och resonera om tal, till
exempel genom att anviinda den tomma tallinjen for att utveckla strategier for
addition och subtraktioner, tvd korsande tallinjer f6r att utveckla multiplika-
tivt tinkande och den dubbla tallinjen for att tinka och resonera om brak.
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