Tidigare algebra

Johan Haggstrom

Algebra har i alla tider ansetts besvarlig och abstrakt. Det kan vara ett
langt steg att ga fran att rakna med tal till att rakna med bokstaver. |
andra lander borjar man tidigare an vi. | denna och en féljande artikel
beskrivs hur man tanker och gor i Australien.

Hogstadieproblem

| den nationella utvarderingen av grund-
skolan (Skolverket, 1993) safinns en tyd-
lig skillnad mellan hur eleverna uppfattar
matematiken i tidigare arskurser jamfort
med senare. En storre andel elever far sva
righeter under hogstadiet. Allan Svensson
(1995, samt Skolverket & VHS, 1995) har
funnit att manga sk potentiella NT-elever
tappar matematikintresset under hogsta-
diet. Dettafenomen &r inte unikt for svens-
ka elever utan aterfinnsi de flesta lander.
Samtidigt kan man pagoda grunder forut-
spa att goda kunskaper i matematik kom-
mer att bli allt viktigare i framtiden, i ett
alt mer matematikorienterat hogteknolo-
giskt samhélle.

Vad &r det i hogstadiematematiken som
staler till det? Det finns naturligtvisinget
enkelt svar pa fréagan, men en komponent
som bidrar till svarigheterna ar sakert det
hér med ”bokstavsrakning”. Introduktio-
nen av algebra har varit en isolerad hog-
stadieangel &genhet. Den blir for manga
elever en prévning som uthalligheten inte
récker till for. Att algebra &r svart att till-
agna sig & ingen nyhet, se texten fran
1600-talet ovan.

Algebrai Australien

| de nyalaroplaner som produceratsi flera
lander de senaste aren kan man spara mer
eller mindre tydliga forsok att bryta alge-
brans isolering till hogstadiet, eller mot-
svarande. | den australiska kursplanen i
matematik, National Statement (se s 22),
a man tydlig betréffande malséttningen
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Algebra ar Manniskiornes Forstands
helige Préfwosteen sa at then som then-
na Konst wal forstaar kan sig férsak-
ra at intet skal forekomma thet han
icke forsta kan.

(ur Biorks Arithmetica, se Niss et al 1994)

med al gebraundervisningen men &ven vad
gdller vagen framtill malet. Undervisning-
en ska utveckla elevernas formaga att

— kunnatasig fran ett specifikt problem
till ett generellt pastaende.

— kunna uttrycka generaliseringen alge-
brai skt.

— manipulera det algebraiska uttrycket.
— tolkaresultatet.

Elevernaskainseatt ndr deval har uttryckt
problemet matematiskt kan de handskas
med detta uttryck oberoende av den ur-
sprungligakontexten (National Statement
s$196).

Introduktionen av algebra sker, precis
som i Sverige, vanligtvis pa hogstadiet. |
National Statement framstalls algebraiskt
kunnande/tankande som en foljd av tidi-
gare studier av monster och ordning, inte
som ett isolerat moment som endast be-
handlas pa hogstadiet. Basic patterns of
algebraic thinking are developed during
the primary years (National Statement
s$190). Dennasyn ér ett brott med den tra-
ditionellauppfattningeni Australien. | den
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svenskakursplanen, stér det under mal som
elevernaskahauppnatt i Slutet av det femte
skol ret,

— Eleven skall kunna upptécka talmons-
ter och bestdmma obekanta tal i enkla
formler.

Denna skrivning liknar tankegangarna i
National Statement. Genom att arbetamed
talmonster i tidiga arskurser bereder man
vagen for introduktionen av den symbo-
liska algebran senare i grundskolan.

| anslutning till kursplanen i matematik
har den australiska matematikléararforen-
ingen tagit fram stéd och stimulansmate-
rial som behandlar olikamoment. Pattern,
Order and Algebra &r ett studiematerial i
forsta hand for fortbildning av l&rare (K -
12). Materialet koncentrerar sig pa fram-
stédllningen av algebra i National State-
ment, bade med avseende paundervisning
och inlarning.

Den nyasynen paalgebrainlarning & en
anledning till att forfattarna kombinerar
monster, ordning och algebrai samma stu-
diepaket. Syftet med framsta Iningen &r att
ge lasaren en mgjlighet att begrunda rot-
terna till algebraiskt kunnande, upptacka
bandet mellan aritmetik och algebra samt
sepavilkasétt elever kan knytadessaband.
Dessutom vill man visahur funktionssam-
band kan representeras och beskrivas.
Materialet bestar av ett hafte indelat i atta
moduler, samt fem kortare artiklar.

1 Pattern, order and algebra.

2 Number patterns.

3 The meaning of a pronumeral.

4 Understanding variables.

5 Representing relationships.

6 Understanding equations.

7 Broader approach.

8 Grafical and numerical solutions.

Till héftet pa dryga hundra sidor foljer en
stor uppsattning kopieringsunderlag for
stordia. | denna artikel behandlas 1-3.

1 Pattern, order and algebra

Héar gesen Oversikt av algebrani National
Statement (se bil). Man konstaterar att
manga elever tycker att det algebraiska
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symbolspraket & svart att 1ara sig och &ar
motvilliga att anvanda algebraiska meto-
der vid problemlGsning. Ett séit att under-
|étta Overgangen till algebra &r att tidigt
(redan i forskolan) |&ta eleverna gora 6v-
ningar dar det géller att sortera saker, for-
soka komma pa efter vilkaregler en sorte-
ring & gjord etc. Eleverna uppmuntras att
uttryckamonster och regler informellt, ge-
nom muntliga och skriftliga beskrivning-
ar eller informella diagram.

Denna del avslutas med nagra studie-
uppgifter, dar kursdeltagarnasjavafar pro-
va att upptécka och beskriva talmonster.
Ett par exempel

e Vi vet att

999x10= 9990
999 x 11 = 10989
999 x 12 = 11988

Anvand monstret for att gissa vardet av
999 x 18. Hur kan du fa fram det? Var-
for blir det s&?

« DefoOrsta atta Fibonacci-talen ar
1,1,2,3,5,8,13,21, ...
Vilka ar de foljande fyra talen?

Valj ett godtyckligt tal i talfoljden. Kva-
dreradet. Hur ar resultatet relaterat till
talen direkt fore respektive efter det kva-
drerade talet? Upprepa detta med ett
annat tal. Vad upptacker du?
Kvadrera tva pa varandra féljande
(konsekutiva) Fibbonacci-tal. Addera
resultaten. Vad upptécker du? Uppre-
pa med tva andra tal.

2 Number patternsand the develop-
ment of algebraic concepts

Syftet med denna modul &r visa hur man
med " hittamonster” -Gvningar (pattern sti-
mulus items) kan introducera algebraiska
begrepp. Malsdttningen &r att deltagarna
ska bli medvetna om spannvidden i elev-
ers beskrivningar av monster och behovet
av att utveckla elevernas uppfattning av
monster samt att fa deltagarna att forsta
kopplingen mellan erfarenhet av talsam-
band, spraklig utveckling och framvéaxten
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av algebraiska begrepp. Det ar viktigt att
larare i primary school (ak 1-6) inser be-
tydelsen av ett utvecklat sprak for att be-
skriva monster och generaliseringar samt
hur detta kan utnyttjas vid introduktionen
av algebrai senare arskurser. Sin utgangs-
punkt tar man i en undersbkning gjord av
University of New England med 1 500 del-
tagande elever i & 5 till 8. Eleverna far
uppgifter dar det gdller att hitta ett mons-
ter och att beskriva detta bade med vanligt
sprak och med matematiska symboler.
Uppgifternaér utformade paliknande sétt.

Ett exempel (Question 4)
| figuren finns 3 grupper av rutor byggda
efter en speciell regel.

A Hur manga rutor behovs totalt nér den
|anga sidan bestar av 8 rutor?

B Skriv en mening pasvenskasom beskri-
ver hur man far fram antalet rutor totalt
om basen & av godtycklig langd.

C Hur mangarutor behtvs om basen bestar
av 28 rutor?

D Ange ditt samband fran uppgift B med
matematiska symboler istéllet for ord.

E Kanduangeditt samband panagot annat
satt?
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Deluppgift A ska klargora elevens forsta-
elseltolkning av uppgiften. B undersoker
hur elevens sprakligaformagaar i relation
till uppfattningen av uppgiften. C ger en
indikation pa elevens formaga att utvidga
monstret samt fortydligar det sprak eleven
anvant i uppgift B. D undersoker elevens
viljaoch forméagaatt anvandasymboler for
att beskrivamonstret. E ansesinte nddvan-
dig, men ger de snabba eleverna god sys-
selséttning. Svaren ger intressantainblickar
| elevernas tankande.

Modulen innehaller fyra diskussions-
uppgifter (workshop activities). Den for-
sta om hur man kan klassificera elevsvar
pa uppgifter av typ B (beskrivning av
monstret med vanligt sprak). Resultat fran
namnda undersdkning diskuteras. Den an-
drabehandlar paliknande sétt elevsvar pa
uppgifter av typ D (beskrivning av monst-
ret med matematiska symboler), samt jam-
for svar av typerna B och D. Uppgifterna
ska fa deltagarna att fundera 6ver vad det
finns som talar fOr algebra-aktiviteter i ti-
digare arskurser.

| néstauppgift presenterasett sétt att fran
Ovningar med monster narmasig algebran.
Den & indelad i tre faser.

Fas 1. Experiencing activities with num-
ber patterns

En sadan aktivitet kan vara av sammatyp
som uppgiften ovan. Eleverna far i upp-
gift att gora nasta figur, att ta reda pa hur
manga rutor som behdvs till den 5:e och
6:efiguren, visai en tabell hur mangaru-
tor som behovs etc. Uppgifterna kan va-
rierasi det oandliga.

Fas 2. Language development

Det &r viktigt att anvanda tillrackligt med
tid for att utvecklaelevernas sprak. Elever-
natranasi att beskrivaolikamonster sa att
|araren och klasskamraternakan forsta. Det
kan vara att beskriva hur man hittar den
9:e figuren, att med hjép av en tabell be-
skriva hur man kommer till den nedersta
raden utgdende fran den dversta, beskriva
en regel som gor att man kan fa fram en
godtycklig figur i serien, hitta pa ett eget
monster och |13ta en klasskamrat aterskapa
det utgaende fran en beskrivning etc. Hér,
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menar man, &r det speciellt viktigt att upp-
méarksamma skillnader i elevers beskriv-
ningar. Olika, men riktiga beskrivningar
bor diskuteras, "varfor & badariktiga?”

Fas 3. Algebra emerges

Mangaelever tycker efter ett tag att det blir
trottsamt att skrivaforklaringar och borjar
anvandaforkortningar. Med lite uppmunt-
ran fran lararen kan denna utveckling snab-
bas pa, antal tandstickor blir tandstickor ...
tand ... t. Anvandandet av forsta boksta-
veni ett ord for att betecknaantal et &r kans-
ligt eftersom det kan leda till ait eleverna
ser bokstaven som ett objekt. Darfor mas-
te léraren hela tiden poangtera att boksta-
ven representerar antalet. Sa smaningom
uppstar ett behov av att komma Gverens
om négon typ av standard foér de symbo-
liskanoteringarna. Det blir enfoljd av sva-
righeterna att kommuniceraom varje elev
utvecklar egna symboler.

Denna uppléaggning av introduktionen
till skolalgebran, menar forfattarna, har inte
som mal séttning att elevernagenast skabli
duktiga pa algebraiska manipulationer.
Tvéartom sa vantar man avsiktligt med att
taupp sadanafardigheter till senare. | stél-
let skapar man en bra milj6 dér eleverna
utvecklar tidiga algebraiska begrepp. En-
ligt en rapport av Pegg och Redden (1990)
kan den ge eleverna majlighet att

— upptacka behovet av algebraisk nota-
tion somen naturlig och anvandbar kon-
sekvensav att uttrycka generaliseringar.
— kénnaigen och acceptera olika uttryck
for samma monster.

—inse att de algebraiska symbolerna
star for tal — speciella tal till en borjan
och senare aven for godtyckliga tal.

— acceptera algebraiska konventioner
som en naturlig konsekvens av ut-
vecklingen av ett precist, koncist sprak.
—informellt etableraregler for manipu-
lationer av algebraiska uttryck som en
foljd avjamforelser mellan olika uttryck
for samma monster.

Den fjarde diskussionsuppgiften |ater del-
tagarnareflekteradver mgjligatillfallen att
anvandabeskrivningar av monster och ge-
neraliseringar i klassrummet, samt pavil-
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ket sétt tekniska hjadpmedel skulle kunna
anvandas.

3 How do studentsinterpret the
meaning of a pronumer al

Har lyfter man framenkritisk punkt i inlar-
ningen av algebra. Det finns klara bevis
for att manga elever, aven efter flera ars
algebrastudier, har en valdigt begransad
uppfattning av vad bokstavssymboler star
for. Forfattarna menar att en stbrre mangd
ekvationslosning, forenkling av uttryck,
derivering etc inte hjél per dessa elever att
utveckla sin uppfattning av symboler.

Malsdttningen &r att ge deltagarna

— enforstaelsefor spridningeni elevers

uppfattningar av bokstavssymboler.

—nagra idéer om hur man kan identi-

fiera olika uppfattningar.

—formaga att forklara vissa elevfel i ter-

mer av olika tolkningar.

—nagraidéer om hur man kan behand-

la detta i klassrummet.
Man tar sin utgangspunkt i en undersok-
ning av Dietmar Klcheman (1981) dar sex
skilda elevuppfattningar kunde urskiljas.

Ett exempel pauppgiftsblad som Kiche-
man anvande i sin undersdkning och som
du kan préva med dina elever:

1 Vadkandusigaoma, dda+5=8?

2 Vadkandusiggaoma+b+ 2, da
a+b=43?

3 Ange omkretsen.
h/x

t

4 Multiplicera n+5 med 4.

5 Vad kan du sdgaom ¢, da
c+d=10, ochc<d?

6 Vilket ar storst 2n eller n+ 2?

Namnaren nr 4, 1995



Kicheman fann en koppling mellan elev-
ernas uppfattningar och resultatet paolika
uppgifter, kategorier:

Bokstaven tilldelas ett varde
Dennakategori innehaller svar dér boksta-
ven frén borjan ges ett numeriskt véarde.
Ex: Vad kan du siggaoma, daa+ 5= 8?
For att |6sadennatyp av uppgift racker det
att tilldela bokstaven ett numeriskt vérde.
Eleven far svaret 3 genom att helt enkelt
anvandatalfakta. Elevenvet att 3+ 5=8.

Bokstaven anvandsinte

Har ignorerar eleverna bokstaverna, eller
ger dom ingen mening.

Ex: Vad kan du sigaoma+ b+ 2, da
a+ b=43?

Hér kan man fa45 viadimineringav a+ b,

Bokstaven anvands som objekt eller for-
kortning

Bokstaven betraktas som en forkortning for
ett objekt eller som ett eget objekt.
Ex:2a+ 5a=?

Om eleven tolkar a som ett objekt (t ex a
betyder &pple, apple) blir uppgiften |&tt.

2 dpplen + 5 dpplen = 7 &pplen. Denna
misstolkning fungerar visserligeni uppgif-
ter av den hér typen, men leder till svarig-
heter med andra.

Bokstaven anvands som ett specifikt,
okant tal

Eleverna ser bokstéver som speciellamen
okandatal och kan opererapadessadirekt.
Ex: Multiplicera n+ 5med 4.

Har maste eleven tolka n som ett tal for
att operationen ska bli meningsfull.

Bokstaven anvands som ett godtyckligt tal
Bokstavernarepresenterar, eller har &min-
stone majlighet att representera, fler an ett
varde.

Ex: Vad kan du sdgaomc, dac+ d= 10,
ochc< d?

Har maste eleven inse att en bokstav kan
stafor fler an ett vérde.

Bokstaven anvands som en variabel
Bokstéaver anses kunna sta for en uppsatt-
ning av ospecificerade varden och ett sys-
tematiskt forhallande existerar mellan tva
sadana mangder av varden.
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Ex: Vilket & storst 2neller n+ 2? Forklara.
Har maste en elev inse att en bokstav kan
sta for en mangd olika varden samtidigt
som denne 6vervager majligarestriktioner.

Deforstatre kategoriernarepresenterar en
l&gre niva av uppfattning. Dessa uppfatt-
ningar &r forvisso tillrackliga for att klara
en del uppgifter, men eleven undviker sam-
tidigt egentligt algebraiskt tankande. For
att f& nagon som helst forstaelse for alge-
bra, verkar det som om elevernatill att bor-
ja med maste inse att en bokstav kan sta
for ett visst tal, menar forfattarna. En slut-
sats av undersokningen &ar att valdigt lite
av det som hittills skett pa algebral ektio-
ner hjalper eleverna att forsta vad en vari-
abel &r. Detta understryks ytterligare i en
undersokning dér 116 forstadrs universi-
tetsstudenter svarade pasammafragor och
med nastan sasmmaresultat som 14-aringa-
rnai Kichemans undersokning.
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Nationa Statement, Australien

Kursplanen i matematik i Australien
innehdller atta huvudmoment

1 Attitude and appreciation

2 Mathematical inquiry

3 Choosing and using mathematics
4 Jpace

5 Number

6 Measurement

7 Chance and data

8 Algebra

Varje huvudmoment &r i sin tur uppde-
lat i fyranivaer, A, B, C och D. Alge-
bra&r dessutom uppdelat i tre sektioner:

— Generaliseringar
— Funktioner
— Ekvationer

Generaliseringar

Niva A och B: Eleverna undersoker
monster | arrangemang med figurer och
| talfoljder. De beskriver de monster de
kan hittamuntligt, gor forutsagel ser och
forsoker hittaforklaringar.

Niva C: Eleverna uttrycker generalise-
ringar med hjélp av vanligaalgebraiska
symboler.

Niva D: Eleverna uttrycker generalise-
ringar och funktionssamband algebra-
iskt samt transformerar uttryck till al-
ternativaformer for speciella syften.

Funktioner

Funktioner behandlar relationer mellan
mangder och grafisk representation.

Niva A och B: Elevernakonstruerar och
tolkar grafer som beskriver kéanda han-
delser och situationer.

Niva C: Eleverna ska kunnaidentifiera
variationen i en situation, anvandagra-

fer fOr att beskrivasituationer samt kun-
nagoraforutsagel ser baserade paegen-
skaper sa som lutning och vandpunkt.

Niva D: Elevernaskavarabekantamed
och kénnaigen olika typer av funktio-
ner och deras egenskaper samt under-
sbka rekursion och periodicitet.

Ekvationer

Ekvationer behandlar att stalla upp och
|6sa ekvationer och olikheter.

Niva A och B: Eleverna stéller upp och
|6ser enkla likheter.

Niva C: Eleverna ska kunna formulera
ekvationer till vardagligaproblem, 16sa
ekvationer paolika satt samt tolka |6s-
ningarna.

Niva D: Eleverna ska kunna formulera
och |6sa ekvationer och ekvationssys-
tem med hjdlp av grafiska, numeriska
och algebraiska metoder.

Enligt National Statement ar ett viktigt
ma med undervisningeni algebraatt ut-
veckla elevernas formaga att

 kunnatasigfran ett specifikt problem
till ett generellt pastaende

» kunna uttrycka generaliseringen
algebrai skt

» manipulera algebraiska uttryck
* tolkaresultatet

Eleverna skainse att nar de va har ut-
tryckt problemet matematiskt kan de
handskas med detta uttryck oberoende
av den ursprungliga kontexten.

Den algebrasom ingar i nivd A, B och
C anses vara nodvandig kunskap.

/
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