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Pedagogik for elever med intresse
och fallenhet f6r matematik

Har presenteras tva examensarbeten fran Vaxjo genomforda i ak 3 -4
av Linda Gunnarsson och Anna-Karin Hartonen och i ak 8 av Britt

Grant och Johanna Hakansson. Uppsatserna behandlar matematiska
formagor och hur larare kan upptacka dessa hos sina elever.

atematisk fallenhet kan finnas hos
M fler elever 4n vi vintar oss. Det visar

resultaten av tvd examensarbeten
inom ldrarutbildningen vid Vixjo universi-
tet. Arbetenaharhandlettsinom forsknings-
projektet "Pedagogik for elever med intresse
och fallenhet f6r matematik”, som tidigare
presenterats i Ndmnaren (Wistedt, 2005).
Uppsatserna ger inte bara inblick i hur ma-
tematiska férmagor uttrycks hos elever, 10
och 14 3r gamla, utan ocksé vad som krivs
for att en larare ska kunna uppticka och ut-
veckla dessa férmagor.

Vad ar matematisk formaga?

Vad 4r dd matematisk férmaga och hur tar
den sig uttryck? Definitionen av matematisk
formdga hiamtar vi frén den ryske forskaren
V. A. Krutetskii (1976), som i en longitudi-
nell studie, 1955 - 66, féljde barn och vuxna
med exceptionell matematisk talang, men
dven barn och ungdomar med svérigheter att
klara matematiken. Han beskriver férméga
som nédgot dynamiskt och férinderligt, en
potential som vi utvecklar i en verksamhet.
Denna dynamiska syn pa férméiga stimmer
for ovrigt vil med den moderna forskning-
ens syn pé relationen mellan arv och milj
som 6msesidigt beroende. Aven vart gene-

tiska arv férandras under livet genom miljo-
paverkan. Visst har arvet betydelse, men
matematisk férméga ir ingen statisk "géva”
som vissa har och andra saknar.

Matematisk férmaga ir alltsd ndgot vi ut-
vecklar nir vi dgnar oss t en matematisk
aktivitet och det 4r ocksd dir vi kan upp-
ticka den, och da inte bara hos elever med
tydlig matematisk fallenhet. Eftersom for-
magor ir utvecklingsbara ir det viktigt att
ocksa se den potential som finns hos elever
med en mera begrinsad matematisk talang.
Istillet for att leta efter svagheter hos elev-
er uppmanar Krutetskii oss att soka efter
elevernas starka sidor. Matematisk forméga
ir nimligen inte en f6rmiga utan en mang-
fald formégor som kan kompensera varan-
dra inom vida grinser. Grovt kan de delas in
i tre kategorier: férmaga att insamla, bear-
beta och bevara matematisk information:

Insamla matematisk information

- F6rmaéga att tinka matematiskt och
fanga den formella strukturen i ett
problem.

Bearbeta matematisk information

- Férmaéga att tinka logiskt och forstd
matematiska symboler.

- F6rmaga att generalisera matematiska
objekt, relationer och operationer.
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- Formaga till ett flexibelt tankesitt dir
man litt vixlar mellan strategier och re-
presentationer.

- Foérmaga att forkorta och férenkla mate-
matiska resonemang och operationer.

Bevara matematisk information

- Foérmaga att minnas matematiska rela-
tioner och metoder f6r problemlésning.

Vilka férmdagor fann vi ?

Lirarstudenterna genomférde studierna i
sina VFU-skolor. En studie genomfordes i
skolar 3-4 (Gunnarsson & Hartonen, 2006)
och en i skoldr 8 (Grant & Hakansson 2006).
Bada studierna finns tillgingliga i sin helhet
pa Vixjdé universitets hemsida.

Eftersom arbetet krivde tillgang till ett
rikt material om hur elever arbetar med ma-

tematik, koncentrerades studierna till ett
fatal elever (12 respektive 23). Eleverna ar-
betade i grupper om tre till fyra elever med
rika matematiska problem (Hagland, Hedrén
& Taflin, 2005), dvs intressevickande upp-
gifter som kriver viss anstringning och dir
det inte ar sjélvklart vilka strategier som
kan anvindas. Sddana uppgifter ger elever-
na mojlighet till matematiska diskussioner
och oss som forskare mojlighet till materi-
al fér en noggrann och detaljerad analys av
elevers férmagor sd som de kommer till ut-
tryck nir de 16ser uppgiften

I understkningen fann studenterna fyra
av Krutetskiis sex matematiska férmégor.
Hir ger vi ndgra exempel pé hur dessa for-
magor kom till uttryck i elevernas 16sningar.
Vi viljer ett exempel frdn de yngre barnens
arbete, en grupp dir Jessica, Melissa och
Ron arbetar tillsammans. Uppgiften som de
arbetar med kallar vi Sunes tridgdrdsland.

racka runt blomlandet?

Hur manga plattor behover han da?

ut hur manga plattor som behovs?

Sunes tradgardsland

1 Sune har ett blomland. Han vill ldgga plattor runt det lilla landet.
Blomlandet har fyra lika ldnga sidor och en platta &r lika stor som
blomlandet. Hur mdnga plattor behdver han kdpa for att de ska

2 Sune bestammer att han ska ha tva sma blomland bredvid varandra.

ek

L
S
k ot

1
o

3a Hur manga plattor gar det &t om han vill ha 10 blomland bredvid varandra?

3b Hur manga plattor gar det at om han vill ha 30 blomland bredvid varandra?

4 Sune har lite svart att bestdmma sig. Nu vill han ha ett véldigt langt blomland som
ar 90 land bredvid varandra. Finns det ndgot knep for hur man enkelt kan rékna

5 Sune har 50 plattor. Hur manga tradgardsland racker det till?

6 Sune har 79 plattor. Hur manga tradgardsland racker det till?
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Eleverna ritar en schematisk bild av blomlandet.

Formadgan att resonera matematiskt och
fanga den formella matematiska
strukturen i ett problem

Bilderna i uppgiften innehéller som synes
en rad detaljer som eleverna viljer att bort-
se ifrén. De férenklar p3 s sitt bilden och
det blir da tydligt att de f6rmar resonera ab-
strakt och avgora vilken information som ir
viktig fér problemlésningen. Den 6verflodi-
ga informationen sorterar de bort.

Nir gruppen boérjar pa uppgift tre finns
inga firdiga bilder till uppgiftstexten och
eleverna viljer d3 att rita en schematisk bild
av ett blomland omgivet av plattor. Melissa
ritar sin skiss pa ett rutat papper. Ron har
svart att se att rutorna hon ritar represen-
terar blomland och plattor, eftersom de inte
blir exakt lika stora som de #r pa bilderna i
uppgiften:

Ron: Men halld ett blomland &4r ju
mycket stérre &n det...

Melissa: Ja, ja men det behover ju inte vara
liksom s3 ...

Ron: Mmm.

Melissa: Tycker i alla fall inte jag ...

Ron: ... Men det maéste ju va si...

Melissa: Det méste det ju inte.

Ron: Nej men alltsa...

Melissa: Det kan man ju gora hur litet som
helst...

Ron: Jahaaa!

Melissa: Sa.

Ron: Ska de inte vara lika stora som den
forra?
[Tystnad. Melissa ritar.]

Melissa: Man forstar ju i alla fall.

Melissa forstér att storleken pé rutorna inte
har ngon betydelse i detta sammanhang.
Hon visar hir tecken pd férméigan att in-
samla matematisk information genom att
sortera bort information som inte dr rele-
vant i ett matematiskt sammanhang.

Formadga att generalisera matematiska
objekt, relationer och operationer

Férmagan att generalisera visar sigblai elev-
ernas resonemang om hur vissa 16snings-
principer kan tillimpas i nya sammanhang.

Melissa: Ja. Men s3 hir: om man haft 50
innan. Om man typ, i detta fallet,
om det hade varit... Men titta hir,
vi har ju alltid haft ndgonting med
6 i slutet. Och dirfor blir det ju s
hir 50 minus 6.

Ron: Det blir ju 44.

Melissa: 50 minus 6 det blir ju 44.

Ron skriver svaret.

Melissa har upptickt ett monster i fallet
dar antalet plattor ska beriknas och forso-
ker lista ut hur gruppen kan anvinda sig av
det pa de fall dir antalet tradgérdsland efter-
fragas. Melissa undersoker alltsd om den ti-
digare 1ésningsmetoden gir att anvinda i
det omvinda fallet. Dessutom prévar hon en
l6sning som #r oberoende av antalet land/
plattor. Talet 6 tycks alltid finnas med, kon-
staterar hon.
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Formadga till flexibelt tankesdtt ddr man
latt viixlar mellan strategier och
representationer

I arbetet med uppgiften vixlar flera av
eleverna mellan olika 16sningsstrategier.
Nedan arbetar eleverna med 10 land (upp-
gift 3a) och man kan hir se hur tre olika
strategier samspelar, och att Jessica vixlar
mellan tvd av dem utan bekymmer:

Jessica: Sen tre dir och tre dir.

Ron: En, 2, 3.

Melissa: Ja 3 ganger 1, 2, 3...

Ron: 3 ganger...

Jessica: Men det méste vil vara 10 dir?

Melissa: 9,10, 11,12...

Ron: Men halla d& blir det bara..

Melissa: 3 génger 12.

Ron: Men hall8! Titta, d3 blir det bara
tva hir vid. Om vi tar med den.

Jessica: Mm.

Ron: Mm.

Jessica: Och dé blir det 12. Dér dr ju 12, 24

och sen de 2.

Om vi formaliserar elevernas resonemang
och betecknar antalet land med 7 s& kan
Jessicas strategi representeras av uttrycket
2n+6 (se figur 1 nedan). Melissa ritar rutor
och siger sedan "3 ganger 12”. Hon blir dér-
efter avbruten av Ron, och vi vet dirfor inte
om hon hade tinkt fortsitta resonemanget
med att subtrahera 10, vilket i s fall skul-
le motsvara strategin som illustreras i figur
2 nedan. Rons strategi liknar Jessicas, men
da han utgér ifrén en av hérnplattorna far
han 12 plattor dir Jessica far 10 och det to-
tala antalet plattor f8s som 2+12+2 (se figur
3). Jessica forstér att badde hennes och Rons
strategier fungerar och hon vixlar enkelt
mellan dem.

I de tva sista uppgifterna krivs att eleverna
byter strategi eftersom det dar frigas efter
hur ménga land plattorna ricker till. Upp-
giften med 79 plattor stiller till bekymmer
i samtliga grupper i studien. I en av grup-
perna diskuterar eleverna om det gér att
l6sa problemet genom att rita och rikna.
Man kommer fram till att det inte 4r ndgon
lamplig strategi. Den andra strategin man
anvinder &r att gissa och préva; man dubble-
rar tva tal och lagger till 6 for att fa resulta-
tet 79 (se figur 1). Men gruppen ir inte dver-
ens och man vixlar da till en tredje strategi
dir man frdn summan 79 férst tar bort 6,
for att direfter dividera med 2. Men efter-
som talet som ska delas med 2 4r udda, ater-
gar man till att gissa och préva.

Formdgan att forenkla och forkorta
matematiska resonemang och operationer.

Ett uttryck for striavan efter att férenkla och
forkorta ett matematiskt resonemang finner
vi nir eleverna inte riknar varje sida for sig
(n+n+3+3). Snabbt och litt hoppar de 6ver
detta steg och riknar istillet den ldnga sidan
tva génger for att sedan ligga till 6(2n+6).
Nir de har férstatt principen for resone-
manget gér det fort att f3 fram ett svar.

Ron: ... men da blir det ju..
Melissa: Vad blir 10 plus 10? Det blir 20 och
sen plus 6.

Denna strivan, som kan te sig ganska harm-
16s, kan vi sdkert finna hos ménga elever i
aldersgruppen. Mer avancerade exempel pé
formagan att férenkla resonemang beskrivs
i studien som genomférdes i skoldr 8 (Grant
& Hakansson, 2006).

2n+6

figur1

3(nh+2)-n

figur 2

2(n+2)+2

figur 3
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Vad kravs for att upptacka
elevers matematiska férmagor?

I sina examensarbeten visar de lirarstude-
rande hur elevernas férmégor kommer till
uttryck i situationer dir de arbetar med upp-
gifter som stimulerar till tankearbete och
kommunikation. Vad 4r det d& som krivs
av en lidrare som vill uppticka och utveckla
dessa férmagor vidare hos sina elever?

Kunskap om hur matematiska
formdgor tar sig uttryck

Pedagogik for elever med fé6rméga och fal-
lenhet fér matematik innebir inte att vi
ska drilla vira elever inom sniva omriden
eller att vi ska lata dem rasa vidare genom
liromedlen. Hir, liksom inom andra omri-
den, tex idrott, giller att det ar viktigt med
en bred och allsidig utveckling. Krutetskiis
studie visar pa bredden i den matematiska
forméagan och pekar ut var vi kan séka efter
dessa uttryck. Vi har alla en férestillning
om vad begdvning dr”, skriver Grant och Ha-
kansson i sin rapport (2006) och vill med sin
studie medvetandegora ldsaren om den egna
synen pa begreppet matematisk férmaga.

Det dir viktigt att vi som Lirare blir medvetna
om hur komplext detta omrdde dr. Det dr
betydelsefullt for oss i vir yrkesroll att skapa
oss ett forhdllningssdtt till vilka dessa begd-
vade elever dr. Det dr ocksd angeldiget att vi
blir medvetna om vilka myter som finns sd att
viinte omedvetet kategoriserar elever utifrdn
felaktiga forestillningar.

(sid 41)

Ett 6ppet och utforskande
forhallningssdtt infor elevernas svar

I examensarbetena finns inte bara exempel
pa hur elever elegant klarar av de matema-
tiska utmaningarna som uppgifterna stil-
ler dem infér. De visar ocksd exempel pa
elever ibland hamnar fel och inte kommer
fram till korrekta 16sningar. Sddana exem-
pel 4r ocksd intressanta och visar hur svart
det kan vara att uppticka matematiska for-
magor. Om eleverna kommer fram till fel
svar dr det latt att dra den ibland felaktiga

slutsatsen att ocksé tankarna ir oriktiga. I
studien som genomfordes i skoldr 8 (Grant
& Hékansson, 2006) ges exempel pd hur en
elev, Jorgen, provar och férkastar flera méj-
liga generaliseringar av en given uppgift.
Han pratar snabbt och i sitt resonemang
ror han sig flexibelt mellan olika 16snings-
forslag som han sillan féljer upp. Det ligger
nira till hands att avfarda hans forsok till
16sningar som tillfalliga gissningar. Vid en
nirmare analys visar det sig emellertid att
han faktiskt har kommit fram till den gene-
rella formeln fér 16sningen som han séker.

Goda matematikkunskaper

Det ir i sddana sammanhang lirarens egen
matematiska kompetens sitts pa prov. [ bida
studierna diskuterar de lirarstuderande vad
en lirare faktiskt behéver kunna i och om
matematik fér att forstd och stddja eleverna
i deras matematiska utveckling.

Genom analysen av resultatet frdan vdr
undersokning blev vi medvetna om att det
krivs gedigna matematikkunskaper for
att fullfolja elevernas pdbirjade losnings-
forslag, vilket dven Hagland et al pdapekar
i sin bok (2005:52). Vi har i vdrt fall haft
tillgdng till vdr handledare som i egenskap
av matematiker hjdlpt oss att fullfolja de
utvecklingsbara losningsforslagen. /../ Om
vi som ldrare inte kan se vart elevernas
tankar kan leda dr det av stérsta vikt att vi
kan fd hjdlp med det.

(Grant & Hakansson, 2006).

Majligheter till stod och samverkan

Vad gér man d& som lirare om man inte
kinner sig tillrickligt hemma i matemati-
ken? Lirarstudenterna fragar var hjilp finns
att f3 och tinker sig att NCM skulle kunna
vara en resurs. En annan viktig resurs skulle
kunna vara ett regionalt centrum i anslut-
ning till de universitet och hégskolor som
har lararutbildning dit l4rare kunde vinda
sig for att £3 hjilp och stdd i sitt arbete. "Pa
dessa universitet och hogskolor existerar det
dessutom redan kopplingar till olika sko-
lor genom den verksamhetsférlagda utbild-
ningen.” (Grant & Hakansson, 2006).
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Vi behéver ocksd satsa pd forskning med
relevans for lirares arbete, dir lirarstuden-
ter, som hir, kan vara delaktiga i forsknings-
processen tillsammans med seniora forskare.
Och vi behover satsa pd samarbete mellan 13-
rare 6ver skolstadier. Lararstudenterna som
foljde elever i skoldr 3—4 konstaterar i sin
rapport att de fann betydligt fler matema-
tiska férmagor 4n de inledningsvis trodde.

Att eleveri dr 3—4 sitter inne med sd mycket
matematisk kunskap dr fantastiskt att se.
Ddiremot dr det inte lika uppmuntrande att
veta, att mdnga av eleverna fdr vinta vildigt
ldnge innan de far Lira sig det som de redan
nu dr inne pd.

(Gunnarsson & Hartonen, 2006, sid 29).

I studien anvinder tiodringar en slags pre-
algebra i sina resonemang. Det kommer tro-
ligen att droja till skolér 7 eller 8 innan de
far tillgéng till algebraiska verktyg som kan
hjélpa dem vidare. Med ett dkat samarbete
mellan lirare och mellan ldrare och forskare
skulle det inte behéva vara sa.
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