Johan Thorssell

Musikens matematik

Gar det att lyssna pd funktioner?

Artikelférfattaren har anvant akustiska instrument och syntar i gymnasiets
matematik for att introducera Fourieranalys. Vi far har smakprov fran ett
inspirerat lektionsuppldgg i snittytan mellan fysik, matematik och musik som
fatt internationell spridning.

usik finns dverallt omkring
oss och ir en del av var var-
dag. Musik engagerar och

intresserar bade lyssnare och utdvare.
Hur kan matematikundervisningen
nyttja musikintresse och samtidigt
fordjupa kunskaper inom savil mate-
matik och fysik som musik? I dagens |
musikskapande — anvinds  datorer |
och tekniska hjilpmedel i allt storre
utstrickning. Kunskapen om hur ljud
kan manipuleras och analyseras blir dirmed viktigare. Den digitala framst:ll-
ningen av ljud — ljudsyntes — ger en intressant och betydelsefull férbindelse
mellan matematik och musik.

Ett examensarbete som fortsatter att utvecklas

I mitt examensarbete pa utbildningen Civilingenjor och lirare vid KTH
och Stockholms universitet utvecklade jag en matematikaktivitet vid
Vetenskapens Hus i Stockholm. Jag har under tre r fortsatt arbetet med att
utveckla aktiviteten i mitt jobb som gymmnasielirare pd Polhemsgymnasiet
i Goteborg. Idag far mina elever modellera sitt alldeles egna syntljud utifran
matematiska teorier samt lyssna och spela upp det via en klaviatur. Eleverna
ges mojlighet att bredda sig kvantitativt och férdjupa sig kvalitativt inom
matematik, fysik och musik.

Jag har alltid varit nyfiken pd hur matematik kan anviindas for att beskriva
monsteri virlden omkring oss pa ett vackert siitt. Jag blev sjilv mycket fascine-
rad och intresserad nir jag liste Fourieranalys och musikakustik pa universite-
tet och forstod att matematik kan hjilpa mig forsta ett av mina frimsta intres-
sen — musik — &nnu mer. Min strivan ir nu att mina elever ska kinna liknande
nyfikenhet, fascination och passion fér matematik som jag gjorde under fore-
lisningarna i Fourieranalys, dvs nir matematiken blir ett oumbirligt verktyg
for att beskriva de monster som bildar musik.

Matematikaktiviteten som jag har utvecklat handlar om en matematisk
och fysikalisk forstaelse for ljud i allminhet och musikaliska toner i synnerhet.
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Aktiviteten limpar sig vil i gymnasiekurserna Matematik 4 och Fysik 2 med
manga synergieffekter som f6ljd. Eleverna far grundliggande kunskaper inom
ljudsyntes och addition av sinusfunktioner utifrin den matematiska och
fysikaliska teorin om ljud, akustik och mekaniska vagor. Tyngdpunkten i
matematikaktiviteten ligger i tva fragor:

1. Varfor liter musikinstrument olika, iven om samma ton spelas?

2. Kan vimed kunskap om ljud skapa ett alldeles eget digitalt
instrument, en synt?

Eleverna far som avslutning méjlighet att provspela egna melodier eller ackord
med det ljud som de sjilva skapat utifrin matematiska funktioner.

Fleverna analyserar olika musikinstrument

Allaelevgrupper far en stimgaffel att borja sin undersdkning med. Stimgaffeln
ger ifrdn sig en av de grundliggande sviingningarna, endast en grundton utan
dvertoner. Eleverna fir analysera tonen fran stimgaffeln med hjilp av mikro-
fon och dator som visar frekvensspektrumet. Eleverna far sedan analysera olika
musikinstruments toner och jimféra med stimgaffeln. I klassrummet finns
musikinstrument som gitarrer, visslor, trumpet, fiol, klockspel och melodika.
De kan iven testa att sjilva sjunga eller vissla en ton. Hittar de nigra samband
och monster? Kan de beskriva sambanden med matematik?
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Eleverna finner att instrument och singrost innehaller fler frekvenser in vad
stimgaffeln gor. De ser ocksi ett monster mellan frekvenserna och hittar for-
héllandet mellan den férsta grundtonen och de andra tonerna, dvertonerna.
Overtonerna ir en multipel av grundtonen. Forklaringen till varfor det ir s tar
vi upp pa en fysiklektion. Fragan om varfor musikinstrument later olika, diven
om samma ton spelas, har eleverna innu inget svar pa.

Fourieranalys, en modell for periodiska svangningar

P4 1700-talet gav studiet av vdgekvationen for en svingande string upphov
till metoder for 16sningar av partiella differentialekvationer och kad forsta-
else for rorelsen hos en striing. Brook Taylor, Leonhard Euler, Jean d’Alembert,
Johan Bernoulli och hans son Daniel Bernoulli ir ndgra framstdende matema-
tiker som studerat musikinstrument, vigekvationen och dess l6sningsmeto-
der. Jean-Baptiste Fourier var sedan den matematiker som slutligen samlade
ihop och kunde knyta samman de matematiska verktyg som behovdes f6r att




sammanstilla teorin som bland annat beskriver musikaliska toner. I korthet
handlar Fourieranalys om att utifrin en mix av komponenter hitta de ingdende
bestindsdelarna. Vi skulle kunna siiga att vi med Fourieranalys far verktyg och
metoder att ta fram receptet till en matriitt genom att endast analysera den
firdiga matritten. Det vi uppfattar som en musikalisk ton ir da luftens tryck-
forindringar forindras enligt ett periodiskt moénster. Den matematiska teo-
rin, Fourieranalys och Fourierserier, visar att periodiska funktioner kan skri-
vas som serier av sinus- och cosinusfunktioner. Allts3 att varje periodisk vig
kan beskrivas som summan av enklare svingningar. Om jag exempelvis skulle
spelain din sdngrost en sekund skulle din résts Fourierserie kunna se ut s3 hir:
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Den periodiska funktionen kan siledes uttryckas med en konstantterm och
summan av sinus- och cosinustermer. Sinus- och cosinustermerna ger upp-
hov till frekvenser som idr multiplar av grundfrekvensen. Precis det som elev-
erna har upptickt genom sin undersdkning av de olika musikinstrumenten.
Fourierkonstanterna a, och b, star som amplituder till varje svingning och
avgdr hur stor andel av varje frekvens som finns representerad i den periodiska
funktionen.

Det ir av intresse att kunna beskriva periodiska svingningar eftersom
det vi uppfattar som en musikalisk ton bestir av sidana. Denna tons klang-
firg, det vill siga det som gor att vi kiinner igen en r6st eller ett instrument,
beror av storleken pa Fourierkonstanterna som i sin tur bestimmer amplitu-
den pa dvertonerna. Fourierserier ger oss matematiska verktyg att beskriva en
musikalisk ton.

Fourieranalys pa gymnasiet — vagornas grammatik

For att kunna undervisa om s pass komplicerade matematiska resonemang
som dessa pd gymnasieniva, méste urvalet vara noggrant avgrinsat och anpas-
sat efter malgruppen. Aven uppligget och pedagogiken maste vara noga
uttinkt. Jag har hittat stor inspiration i boken Who is Fourier? A mathematical
adventure. I boken finns ett intressant pedagogisk uppligg med en jimforelse
mellan olika smak p4 gronsaksjuicer, och forstaelsen och forklaringen till hur
olika andelar av enkla sviingningar ger upphov till olika ljudupplevelser.
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Antagatt vi har tre gronsaksjuicer som innehéller samma sorts ingredienser, lit
siiga tomat, morot, selleri och kal. Trots att de innehaller samma sorts gronsaker
smakar dessa juicer olika. For att f en forstielse kring varfor de smakar olika
kan vi undersika andelarna av de olika gronsakerna i de tre juicerna. Vi kan
skriva det som matematiska formler och gora en liknelse med Fourierserier.

Juice 1: 200 ml = 50 ml tomat + 30 ml morot + 40 ml selleri + 80 ml kdl
Juice 2: 200 ml = 85 ml tomat + 35 ml morot + 30 ml selleri + 50 ml kdl
Juice 3: 200 ml = 40 ml tomat + 55 ml morot + 70 ml selleri + 35 ml kdl

Vi ser hir att juicerna har olika mingd av bestidndsdelarna. Dirfér smakar jui-
cerna olika. Aven om vi anviinder samma sorts gronsaker att gora juice pai ger
olika andelar av gronsakerna upphov till olika smak. Gronsaksandelarna ir
avgorande for det slutgiltiga smaken. Liknelsen giller fér musikaliska toner.
Med andra ord, om vi anvinder samma grundliggande véigor ger olika ande-
lar, i det fallet amplituderna, upphov till olika komplicerade vagor, toner.
Fourieranalys hjilper oss att matematiskt hitta dessa enkla vagor.

Komplicerad vig =enkel vag1+
+enkel vig 2 +
+enkel vig 3 +
+ o

En musikalisk ton  f'(x) = Isin(x) +0.5sin(2x) + 0.3sin(3x) + 0.7sin(4x)
T T

Grundton Overtoner
En annan _ . . . .
e ton /() =0.75in(x)-+ 04sin(2) + 0.2 51'1‘1(3x) +0.1sin(4x)
Grundton Overtoner

Precis som med juicerna kan vi skriva en musikalisk ton som en matematisk for-
mel med olika sinustermer som representerar bestindsdelarna. Det ir dessa
andelar av dvertoner som ger en musikalisk ton sitt karaktiristiska ljud. En ton
fran ett piano har alltsi ett annat dvertonsspektrum #in samma ton frin en trum-
pet. Elever uppskattar den relativt enkla beskrivningen och ser fram emot att
anvinda kunskaperna for att gora sitt eget speciella ljud. Genom forstéelse om
Fourierserier har vi nu grammatiken for att beskriva musikaliska toner.

Additiv ljudsyntes

Om vi nu anviinder resonemanget omvint si kan vi bygga upp en mer kom-
plicerad ljudvag genom att generera och summera enklare vigor. Vi kan da
ocks3 se till att de ingdende svingningarnas frekvenser forhaller sig som en
multipel av grundtonen till varandra, da far vi en periodisk vdg — en musika-
lisk ton. Detta forfarande att addera sinusvagor till varandra kallas for addi-
tiv ljudsyntes. Som ett exempel kan vi siitta grundtonen till 100 Hz och far da
dvertonerna till: f=100 Hz

f,=2/,=200 Hz
fi=3/,=300 Hz
f,=4f, =400 Hz

och s vidare.
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Genom att bestimma amplituderna pa grundton och varje enskild éverton
far vi en periodisk vdg med ett visst karakteristiskt ljud. Vi kan anvinda addi-
tiv ljudsyntes for att efterlikna musikinstrument eller for att skapa nya sorters
instrument.

Skapa musik med Geogebra

De dynamiska forindringarna visualiseras och gors dven horbara genom
Geogebra. I applikationen som jag har utvecklat bestims en grundton. Utifran
grundtonen skapas elva dvertoner med frekvenser som multipel av grundton.
Med hijilp av de dynamiska reglagen “glidare” kan amplituden for varje enskild
dverton bestimmas och dndras. T graffénstret visas de ingiende sinusvigornas
funktioner (blia) samt summan av alla vigornas funktion (rdd). Vid en dndring
av frekvens eller amplitud sker en omedelbar indring av funktionernas grafer.
Eleverna kan pé si sitt bdde hora och se forindringar samtidigt som de dndrar
en parameter i dvertonsspektrumet. De modellerar sitt eget digitala instrument.

Skapa en ton
b Thrset- 2017
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J(@) =1 sin (27 440 2) + 0 sin (2 7 880 2) + 0.3 sin (2 7 1320 2) +0 sin (2 7 1760 ) + 0.2 sin (27 2200 2) + 0 sin (2.7 2640 2) + 0.1 sin (27 3080 ) + 0 sin (27 3520 2) + 0.1 sin (2 7 3960 ) + 0 sin (27 4400 2) + 0.1
|

Skéirmavbildning som visar det grafiska grinssnittet i Geogebra. Overst amplitud-
kontroll av dvertoner och dskddliggorande av sinusfunktionerna (bld grafer). Under
visas den sammanslagna ljudvdgen (rid graf).

Nir eleverna valt sina dvertoner efter egna preferenser kan de med hjilp av
en MIDI-keyboard kopplad till sin dator spela och lyssna till sin alldeles egna
matematiska funktion. Det ir frekvensen pa grundton och dvertoner som
indras vid olika tangenttryckningar. Amplituderna pi grundton och éverto-
ner bibehdlls enligt de av eleverna instillda egenskaperna. Eleverna fir borja
med att modellera en stimgaffel, det vill siga en grundton utan évertoner.
Eleverna testar att spela och kommenterar resultatet, "det liter ju som en flojt
om vi spelar toner med hoga frekvenser, och som en bas om vi spelar med liga
frekvenser”.

Om dvertonerna viljs enligt den harmoniska serien, med amplitud fér grund-
ton till 1, forsta 6verton till 1/2, andra dverton till 1/3, och s vidare, erhélls en sag-
tandsvég. Sdgtandsvigen ir en av de grundliggande vigorna i moderna syntin-
strument. Vigen liknar en sig till formen och later likt ett strikinstrument. Om
eleverna viljer att endast de jimna dvertonerna (2:a, 4:¢, osv) i den harmoniska
serien ljuda fir de en fyrkantsvig som iir en annan grundliggande vig i syntar.
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Ljudmiissigt liter denna vig som en pipa som ir dppen i ena dnden, likt en
klarinett. Elever kommenterar resultatet av olika amplitudvirden pa éverto-
nerna: "Ser du, det blir alltid en periodisk vidg”. Genom en tkad matematisk
forstaelse av ljud och musikinstrument har eleverna fitt grunderna till
hur en digital synt fungerar. De har dven fitt viss inblick och kunskap om
Fourieranalys.

Musik och matematik som universella sprak

Via Polhemsgymnasiets internationella matematikutbyte, ett elev- och lirar-
projekt, med kinesiska Shanghai information technology college, SITC, har jag
fatt tillfille att genomfora musik- och matematikaktiviteten med en klass pa
plats i Shanghai. Jag mottes av stor uppskattning av de kinesiska lirarna som
verkligen sag fordelar med att arbeta dmnesdvergripande och samtidigt fa ett
djup i de matematiska kunskaperna.

En insikt som jag tar med mig frin resan till
Shanghai ir att bide matematik och musik ir uni-
versella sprik som mojliggdér kommunikation éver
bide sprak- och kulturgrinser. Kombinationen
matematik och musik blir ett dventyr for eleverna
saviil kunskapsmissigt som kulturellt. En resa diir
summan av delarna bildar en storre helhet. Precis
| som nir Fourierseriens ingiende svingningar
summeras och bildar vacker musik.
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