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Rika [6sningar pa rika
problem
— Felblandad saft

gorisera och bedéma l6sningar pa rika matematiska problem. I den hir arti-

keln atervinder vi till modellen, med ett rikt problem om proportionella
samband. Den hir gingen granskar vi iven KLAG-modellens anviindbarhet
och belyser aspekter av 1dsningarna som modellen inte hjilper oss att fa syn pa.

Rika matematiska problem berikar matematikundervisningen. For att
kunna hjilpa elever att bli bra problemlsare miste lirare vara medvetna om
vilka mojligheter ett problem erbjuder. Den erfarenheten fick blivande mel-
lanstadielirare gora under en kurs i problemldsning. De fick arbeta med pro-
blemet Felblandad saft i smigrupper, och sedan presentera och diskutera sina
l6sningar for att fa syn pd problemets majligheter och begrinsningar. Vi har
kategoriserat deras 16sningsforslag enligt KLAG-modellen, och beskriver hir
hur de olika uttrycksformerna anviindes och vilka konsekvenser det fick for
mdijligheten att forsta det matematiska innehéllet.

I tre tidigare artiklar i Ndmnaren har vi anvint KLAG-modellen for att kate-

Ett rikt problem for ak 4-9

Felblandad saft

Anna har blandat en del koncentrerad saft med nio delar vatten. Nar hon
smakar pa saften kdnner hon ingen saftsmak. Hon ldser pa flaskan att det
ska vara en del saft och fyra delar vatten. Hur mycket koncentrerad saft ska
hon hélla i for att fa ratt blandning?

Problemet syftar till att:
o trina pd proportionella resonemang

o jamfora och diskutera olika problemldsningsstrategier.

I de kommande [6sningsforslagen framgar att uppgiften har potential att belysa
manga olika matematiska omraden. Problemet kan anvindasi olika arskurser i
grundskolan och ge upphov till fordjupade diskussioner kring olika matema-
tiska innehall. Svarighetsgraden kan enkelt anpassas genom att exempelvis
utgd frin att saften ska blandas i férhallande 1:3 men rakade bli 1:9 (littare)
eller att det ska vara 1: 7 men rikade bli 2:11 (svarare).
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Konkret (K)

Ingen grupp forsokte losa uppgiften med konkret material. En anledning till
detta kan vara att det inte gir att se de konkreta férhallandena i riktiga saft-
blandningar. En annan anledning kan vara att grupperna ansig det vara littare
att rita in att representera problemet med konkret material.

Logisk/spriklig (L)
Nagra grupper anviinde den sprikliga uttrycksformen for att tydliggora delar
av sitt resonemang. Foljande tre exempel illustrerar detta:

Vi vet att 4 olelav vattern
har | del 5){6.

Vi vill veta hor myeleet
$3ft 9 delar vaten behover,
D3rfsc tar W reda p3 hor
Wuﬁcl/.ct | del vatterm behover

¢ Vi maste oka Aunnas sa(‘tblmclm'ng
EL 20% av det hela.

* Vi Hdar P.S a(:;rln;llaudc* mellawn
delen (ta{t) ochw det hela (saft+ Vaﬂ¢h)

Vi har bestamt ott en del 3¢ en deciliter,

For 9 odelar votten behoys Z':; SB{*.
Eftersom | del sa{‘t redsw Qunsg
behover W l3gaa &L |4 saft.

Algebraisk/aritmetisk (A)

Algebraiska eller aritmetiska uttrycksformer anviindes av de flesta grupperna.
Nigra grupper tecknade algebraiska uttryck for olika forhillanden som ges i
uppgiften, med den okiinda mingden saft som obekant, som i de bida féljande
exemplen.

X =o0kanda m3ngden koncentrerad
saft

SONC RIS A &

"

A+
1-x K=§:(x9) | 924

= e 1o
By o8 x=dprd | x=ge2g
% q & :

= -2,

5= X%
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I det viinstra exemplet tecknades en enkel ekvation som beskriver det propor-
tionella forhallandet mellan den okiinda delen saft och den kiinda delen vatten.
I det hogra exemplet beskriver ekvationen istiillet det proportionella forhal-
landet mellan del och helhet. Miingden koncentrerad saft anges som det obe-
kanta, x, och mingden firdigblandad saft uttrycks som x+9. Det innebir att
variabeln dyker upp pé flera stiillen, vilket ger en mer komplex ekvation.

Ett annat forsok till algebraisk 16sning syns i foljande exempel. Gruppen har
tecknat en ekvation med tvi obekanta, x och y, dir x representerar mingden
fardigblandad saft i blandning 1:9 och y representerar mingden saft som ska
tillsittas.

X = det vi redan blandst

Y= saften vi h(lu- p'a

= Xty
O, l N+ 5 = s
saften vi ”_’3hﬁd¢n saft
hor + ny sa{t ( dbcl::,,p,:\;“ﬂe,\

Eftersom endast antal delar angivits sig gruppen mingden firdigblandad saft
som en obekant. Resultatet blev en ekvation med tvé obekanta som inte gar att
l6sa. For att losa ut x och y behdver man formulera ytterligare ett ssimband mel-
lan x och y, vilket gruppen inte lyckades gora.

Ett sitt att 16sa uppgiften aritmetiskt var med hjilp av optimering, genom
att gissa och prova sig fram pa ett strukturerat sitt. Vissa anviinde sig enbart
av division, medan andra strukturerade gissningarna i en tabell, och anviinde
béde tal i brikform och procent.

Z Tillsak o Forhillande
Thos O 12 k'o:c:wtr.\{ FechAande 3 ‘:}6 S
1
— 10%
1 (=]
22 ~019 2
2 + [dlL -~ ~18%
fs ~0,203 +ldl | 3 =19%
2 +,2dl | 2= =0,196%20%
-f—‘iz% = 0,2 +1,25d1 | 23E | =20% ExakT
)
+1,34L | 23 = 0,2035% 20%

Den aritmetiska uttrycksformen anvindes ocksa ofta som stéd for proportio-
nella resonemang. Exemplet nedan fokuserar pa forhallandet mellan delarna,
det vill siiga forhallandet mellan koncentrerad saft och vatten, for att astad-
komma samma férhillande i den blandade saften som i beskrivningens 1:4.
Resonemanget utnyttjar strategin “viigen dver 1” genom att ta reda pa hur stor
del koncentrerad saft som behdvs till 1 del vatten och sedan multiplicera detta
med 9. Just den hir gruppen har valt att rikna fram andelen saft till 1 del vat-
ten som kan anviindas {6r multiplikation (9-0,25). Ett alternativ hade varit att
utnyttja den givna ettan i blandningen, det vill siga andelen vatten till 1 del
saft, som forutsitter en division (9/4), se tabell pa nista sida.
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Saft

Vatten

/
?

0,25

4
9

7-025=2,25
2,25-1 = 1,25

[ foljande exempel fokuseras istiillet forhallandet inom respektive storhet och
utnyttjar proportionalitetskonstanten 9/4. Resonemanget bygger pa att for-
hillandet mellan mingden vatten i receptet och i blandningen ir detsamma
som forhillandet mellan mingden saft i receptet och mingden saft i bland-

ningen. Eftersom vattnet dkar fran 4 till 9 si indras det med en faktor 2,25.

Vatten fhn 4 &l 9 = 2,25
Sibe  apios
(F5r+|jduﬁanp\c‘. Z_ CR/LT 25)

Grafisk (G)

Den vanligaste grafiska l6sningen var att rita upp delarna som cirklar eller
rutor, eller rent av som en flaska eller behéllare med saft och vatten separerat.
Detta gor det majligt att para ihop vatten och saft i forhillandet 4:1, och det

blir litt att se vilka delar saft som behovs.

sa{t

3: sa{t

QOOOOOOOOO
@

-5L saft

En grupp valde att illustrera sambandet mellan vatten och koncentrerad saft i
en funktionsgraf. Med hijilp av tvd kinda punkter, (0, 0) och (4, 1), identifiera-
des ett linjirt ssmband mellan delar vatten pa x-axeln och delar koncentrerad

saft pa y-axeln.
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Grafen kan nu lisas av for x=9, och den miingd koncentrerad saft som behover
tillsittas blir d& avstindet mellan y-viirdet for x =4, det vill siga 1, och y-viirdet
for x=9, det vill siiga 2 V4.

Att zappa mellan olika uttrycksformer

I de flesta fall anvinde grupperna tva olika uttrycksformer for att 16sa upp-
giften. Logisk/spriklig uttrycksform anvindes {or att forklara grafiska bilder
och algebraiska eller aritmetiska uttryck. Grafiska bilder kunde ocks3 anvin-
das som underlag for att teckna symboluttryck. I nagra fall 6ste gruppen upp-
giften med enbart algebraisk eller enbart grafisk uttrycksform. Spraklig/logisk
uttrycksform férekom dock bara som komplement till Iosningar som dessutom
anvinde aritmetik, algebra eller bilder. I ett fall redovisade gruppen tva olika
16sningar, en optimeringslosning och en grafisk i form av en bild av delarna. De
tva losningarna stimdes av mot varandra och fungerade pd sa siitt som kontroll
av att resultatet var korrekt.

KON‘F\RET @ Vi wet aft 4 delor vatem LOGI SK
har | del s3fé
/ Al st

Virfir tav w veda ph hur
B e

For 7 delar voltem behovs 2% saft.
Eftersom oot saft redawm fans
behdver W I3gaa w14 safe.

Vi maste ska Annas saftGlsmdlning
0 20% av det hala

= Vi E%ar p3 faehlliandet mcllom

deten (43§4) sen et bnala (83§0evaten)
B SV e eestimet M om del Br en deciliter.
ﬁ \: 3

@000 0O00O0O00O0
——— .

Exomw # safe 'z ‘n +@
¥ safe
wan + saft

ix=oze

e 2 238 .q,
e { B2 . K
xegtae®) | s Vahen fdn 4 &0t 4 = 2,25

xadped | x=dez4 Safe 1-2,28 I
2

R | (Fortydligemde:. 3= =2,15) LA T
ALGEBRAISK Qﬁ? T GRAFISK

Begransningar hos KLAG-modellen

I vara exempel blir det snabbt tydligt att det finns manga intressanta, kvalita-
tiva skillnader mellan olika l6sningar ocksa inom en uttrycksform. Aven om
KLAG-modellen ir anvindbar for att gora en grov kategorisering av 16sning-
arna, ser vi att den inte hjilper oss att synliggéra manga viktiga matematiska
aspekter som bor lyftas for diskussion i klassen.

Inom kategorin algebraisk/aritmetisk finns det tre kvalitativt olika 15s-
ningar med olika matematiska innehall: algebraiska uttryck, optimering och
proportionella resonemang. Bland de algebraiska uttrycken finns det ocksd
kvalitativa skillnader: vissa uttryck ger upphov till enkla ekvationer, andra till
svarare, och ytterligare andra till ekvationer som inte kan lésas. Att jimfora
dessa och koppla dem till originalformuleringen av problemet iir centralt for
att utveckla kunskaper och férmagor inom algebra.
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Samma sak giller for proportionella resonemang. I de presenterade [6sning-
arna fokuseras olika samband: forhallandet mellan del och helhet (vatten : fiir-
dig saft), del-del-férhillandet inom respektive storhet (saft:saft respektive
vatten:vatten), och del-del-férhallandet mellan storheterna (koncentrerad
saft:vatten). Att gissa pé ett strukturerat sitt dr en giltig matematisk metod,
som formaliseras inom optimering. [ undervisningen vill vi inte att elever alltid
ska falla tillbaka pd en sidan metod, utan dven utveckla firdigheter i att reso-
nera matematiskt och att anvinda algebra. Det betyder att eleverna behover fa
mdota uppgifter som ir sd svira att det inte dr en anviindbar strategi att gissa och
prova. I de uppgifter elever méter i lirobocker ér situationerna ofta tillritta-
lagda och svaren ofta enkla tal. Ett sitt att undvika detta dr att skapa uppgifter
utifran vardagssituationer.

Aven bland de grafiska losningarna finns exempel av tvé helt olika karaktir.
Den ena ir en konkretiserande bild diir problemet i sig avbildas i en mer eller
mindre realistisk (ikonisk) bild. Dessa skildrar ett i huvudsak additivt resone-
mang. Den andra ir en traditionell graf av en rit linje i ett koordinatsystem,
vilket dr ett mer abstrakt sitt att betrakta problemet. Denna l6sning skildrar
ett multiplikativt resonemang dir forhallandet ir konstant, och kan med for-
del kopplas ssmman med algebraiska uttryck och proportionella resonemang.

Sprakliga uttryck anvindes bara som stdd for andra 16sningar. Det far oss
att dra slutsatsen att det inte ir sa fruktbart att separera ut detta som en egen
uttrycksform. Det kan diremot vara virdefullt att belysa hur sprik kan anviin-
das pa olika sitt: som stod for [osningar genom att forklara bilder, symboler och
operationer, eller for att faktiskt fora logiska resonemang med slutsatser och
hirledningar.

Slutsats

Det finns viktiga innehillsliga skillnader mellan olika 18sningar p4 rika pro-
blem som KLAG-modellen inte hjilper oss att fi syn pa. Modellen kan vara
en bra utgingspunkt for att sortera elevers olika losningar, men diskussionen
i klassen méste fordjupas innehallsligt. Inom varje uttrycksform kan Iosning-
arna variera i komplexitet, matematiskt innehéll och abstraktionsniva. Vi hiv-
dar att det finns stor potential for liraren att koppla samman olika l6sningar
dir skillnaderna och likheterna mellan dem problematiseras, och di behévs en
noggrannare analys av [6sningarna in den KLAG-modellen ger.
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