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Problem med stenplattor

Forfattarna har under flera dr bedrivit ett forskningsprojekt
med syfte att ta reda pd hur ldrare och elever tinker om lek-
tioner kring problemlosning, vilka tillfdllen till ldrande som
uppstar under sadana lektioner och hur ldrarna och elever-
na utnyttjar dessa tillfdillen. Hdr ges exempel frdn problemet

Stenplattor. Frimst behandlas de matematiska idéer som
kommer fram och anvinds vid losandet samt hur
elever och ldrare drar nytta av dessa.

Varfor problemldsning?

Grundskolans och gymnasieskolans kurs-
planer ger klara beligg fér att vi ska syssla
med problemlésning i skolans matematik-
undervisning. Men varfor ska vi géra det? Ja,
givetvis dr det bra att vara elever far trina
pa att 16sa problem, i kommande situationer
bade i arbetslivet och i vardagslivet kommer
de sikert att stillas dem inf6r manga mate-
matiska problem som de behéver 16sa. Men
ir det enda skilet? Vi tror att det i samband
med problemldsning mer borde betonas att
eleverna faktiskt kan lira sig en hel del ma-
tematik just genom att l6sa matematiska
problem. D4 skulle lirare kdnna att de fak-
tiskt "hinner med” sina ofta av lirobdcker-
na definierade kurser just ddrfor att de later
sina elever syssla med problemldsning.
Forskningen kring problemlésning i sko-
lan har enligt var &sikt framfor allt hand-
lat om att undersdka elevers strategier och
faktorer som péverkar elevernas férmaga att
16sa problemen. Vi har sokt att styra in var
forskning mot sjilva ldrandet av matematik.

Vi vet att det 4r svart att fa reda pd exakt nir
en elev lir sig att behirska ett matematiskt
begrepp eller en matematisk procedur, men
vi vill ind4 forsoka undersoka vilka majlighe-
ter till lirande som elever och faktiskt dven
deras larare har, nir de sysslar med noggrant
utvalda matematiska problem.

Dirfor har vi under tre ar bedrivit forsk-
ningsprojektet Rika problem i matematikun-
dervisningen, RIMA, under skolar 7 — 9. Dir
vill vi bland annat férséka fa reda pa hur 13-
rare tinker nir de planerar och genomfér
och funderar 6ver sina lektioner kring pro-
blemlésning, vilka tillfillen till lairande som
uppstdr nir eleverna arbetar med proble-
men och hur eleverna utnyttjar dessa till-
fillen. Vi kommer att skriva mer om RIMA-
projektet i en kommande artikel. Har vill vi
koncentrera oss pa ett av de problem som vi
gett vara forsoksklasser, problemet Stenplat-
torna. Vi vill speciellt beritta litet om vilka
matematiska idéer elever och lirare anvinde
sig av nir de sysslade med problemet.
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Teori for larande

De tankar och idéer som vi bygger var forsk-
ning pd hinfér sig i stor utstriackning till den
sociala konstruktivismen. Denna teori hiv-
dar bland annat att eleven ir aktiv, att hon
sjalv bygger upp sin kunskap, nir hon bear-
betar de sinnesintryck som hon fér fran sin
omgivning. Vid denna konstruktion spelar
hennes tidigare erfarenheter och kunskaper
stor roll.

Samtidigt dr ocksd hennes studiekamra-
ter viktiga. Nir elever som har liknande er-
farenheter och kunskaper tillsammans dis-
kuterar ett problems 16sning, da ges de alla
stora mojligheter att bygga pa och férdjupa
sina tidigare kunskaper. Fér eleverna ligger
det manga ganger nirmare till hands att vir-
dera och kritisera kamraternas pastdenden
an lararens. Kamraterna ar inte nigra auk-
toriteter pd samma sitt som ldraren ir. Till-
sammans med kamraterna har eleven ett ge-
mensamt sprak och dr nira sitt eget ldrande.

En viktig aspekt dr ocksa elevens nirmas-
te utvecklingszon, som brukar definieras

som det kunskapsomrade, dir en elev inte
kan klara en uppgift pd egen hand men kan
gora det med endast litet stéd och hjilp fran
en kunnigare person. Chansen att en elev
ska vilja och kunna erévra ny kunskap anses
vara mycket stérre om kunskapen finns just
i elevens ndrmaste utvecklingszon.

Detta gor att liraren sjilvklart spelar en
stor roll vid elevens byggande av kunskap.
Hennes roll 4r bland annat att

- ordna en milj6 fér larande;

- g in med vigledning och stéd utifrén
elevens eller gruppens tankar och idéer;

- soka reda pa de idéer och tankeging-
ar hos enskilda elever eller elevgrupper,
som kan vara virdefulla att féra fram i
en gemensam diskussion;

- leda diskussioner i klassen s3 att elever-
nas idéer tas pa allvar, uppmuntras och
utvecklas;

- férmedla engagemang fé6r matematik-
amnet och vara en god férebild.

Sa har ser monstret ut:

Stenplattor

Ett monster 1daggs med hjalp av kvadratiska stenplattor, mérka och ljusa.

3

a) Hur manga plattor gér det at till figur 57

e) Skapa ett liknande problem. L6s det.

Problemet r hir ndgot férkortat.
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figur 1 figur2 figur 3

Hur manga av dem ér ljusa och hur manga ér morka?
b) Hur manga morka respektive ljusa plattor gar det at till figur 15?7
¢) Hur manga morka respektive ljusa plattor gar det at till figur 100?

d) Hur mdnga morka respektive ljusa plattor gar det at till figur n?
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Om problemet

Det problem som vi behandlar i den hir ar-
tikeln, se foregdende sida, dr av en ganska
vanlig typ, dir det giller for eleverna att
med ndgon induktiv metod ta reda pa det
monster som bygger upp de olika figurerna.
Detta monster kan de sedan uttrycka som
négon slags regel och slutligen som en for-
mel, dir n ingdr som variabel.

Nagra resultat

Vi kan hir endast ta upp ett fital exempel
pa matematiska idéer som eleverna utnytt-
jade i samband med sin problemldsning. Vi
illustrerar vira exempel med dialoger an-
tingen mellan ldrare och elev under pagaen-
de problemlésning eller mellan intervjuare
och elev vid en intervju efter problemlds-
ningstillfallet.

Réikna rutor

Eleverna riknade helt enkelt antalet rutor
som fanns pé de ursprungliga bilderna eller
pa figurer som de sjilva ritat. De klippte an-
tingen ut rutorna och riknade dem eller
riknade dem direkt pa figurerna. Ett exem-
pel pd en dialog kan illustrera detta:

Elev Vi behover ett storre papper om vi
ska kunna maéla figur 100.
Ska ni méla den?

Ja vi malade ju figur 15.

Larare
Elev

Rekursion

Andra elever upptickte att man kunde
rikna sig fram till antalet plattor frén en
figur till nista pa det sitt, som foljande ut-
talande visar "... 6ka dom vita med tre, och
hir kar dom med fem [och dir] sju, varje
heltal.” Dessa elever upptickte ocksd att de
mérka plattornas antal 6kade med fyra nir
man gick frén en figur till nésta.

Area

En annan metod som eleverna anvinde var
att betrakta olika ytor i figurerna vars area
de kunde berikna. Nagra beriknade da
forst totala antalet plattor och antalet ljusa
plattor for att sedan f3 fram antalet morka
genom att ta differensen mellan dessa tva
tal. Antalet ljusa plattor och totala antalet
plattor beridknades da enligt féljande mo-
dell. (Intervjun skedde efter lektionen.)

Intervjuare Kan du siga allmint hur man
bir sig at for att rikna ut antalet
ljusa plattor i ndgon, i ndgon figur?
Ja, d3 tar man ju den hir sidan
ganger sidan.

Intervjuare Precis. Och hur vet man da
hur manga plattor det ligger i den
hir sidan?

Det ir lika manga som numret pé
figuren.

Elev

Elev

Intervjuare Hur bir man sej at f6r att, hur
bir man sej it for att rikna ut tota-
la antalet plattor d&?

D3 tar man den sidan, fast d& lig-
ger man till tvd p& den hir sidan,
tar man den [ganger den] sidan.

Elev

Ett annat sitt vi sdg att eleverna anviinde var
att se de ljusa plattorna som en yta och de
morka som en ram runt den ytan. For att fa
antalet morka plattor anvinde da till exem-
pel en elev féljande sitt:

Elev Mérka far man ta ... om det ér figur
100 s& tar man och ligger pa 2 pa
6verkanten och 102 plus 101 plus

101 plus 100.

Det fanns dven andra sitt att ta fram detta
antal, till exempel 4 gdnger 101 eller 4 gadng-
er 100 plus 4.

Maénga elever som anvinde sig av ndgon av
dessa metoder kunde sedan ge en generell re-
gel f6r hur man kan rikna ut antalet ljusa el-
ler morka plattor fér vilken figur som helst.
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Ett exempel pd tabell gjord av elever.

Tabell
Lirarna gav eleverna tipset att i en tabell Elev  Du n vad kan det vara, a, b, ¢, d, ¢;
skriva upp totala antalet plattor, antalet edrdd 5 nirda14?
morka plattor och antalet ljusa plattor fér  Lidrare Nej (skrattar) n 4r det matematiska
ett stort antal, femton stycken eller fler, tecknet for vilken som helst.

figurer. Med hjilp av denna tabell var det Elev  Jaha!

sedan relativt litt att hitta ett monster och )

komma fram till en generell regel. Tvd elev-  Elev Ah, d3h, ja, men alltsa vi bérja med
er forklarade: att liksom rikna sd hir, dom lju-
sa forst och kalla den, dom fér x,
och dom mérka var liksom bara s&
manga som dom var. Sen riknar s&

Intervjuare P& vilket sitt hjilpte den
(tabellen) er?

Elev 1 Hur man skulle kunna géra. 3 alla d f5rsta fi h
Elev 2 Att se hur ménstret sig ut paalia dom tre forsta Hgurerna oc
och < sen s§, ja, x-et star for att dom ljusa
Elev 1 Hur man skulle.kunna fort- plattorna, elluer hur manga dom lju-
sitta och bygga p8 monstret sa plattorna ar,
och s& dir. I det sistndmnda fallet angav alltsa elever-
na antalet plattor pd den andra figuren till
4x + 12, vilket fér dem betydde 4 ljusa och
Algebra 12 moérka plattor.
Att svara pd frigan hur ménga mérka res- Nir lararen sade att n stod for ett god-

pektive ljusa plattor det gér at till figurnvar  tyckligt tal, trodde manga elever att de sjil-
inte l4tt fore eleverna. Hir férekom en hel  va fick vilja vilket tal som helst att rikna
del missuppfattningar, vilket nedanstdende = med. En grupp riknade dirfér med att n var
uttalanden visar. 446 en annan att det var 0.
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Det fanns ocksa exempel pa att eleverna var
pa god vig att 3 grepp om hur man anvin-
der n som variabel i det hir problemet.

Intervjuare Kan du férklara nu?

Elev Nja, det tror jag.

Intervjuare Ja. Gor det far jag hora da.

Elev Att ... n kunde ju vara vilken
siffra som helst.

Intervjuare Mm.

Elev Bara att plussa pa 2 stycken

pa figur, till exempel figur 5

sa var det 7 stycken.

Inom parentes kan nimnas att den hir elev-
en sade sig ha insett hur n kan anvindas nir
han s8g en kamrat redovisa pa tavlan.

Hur behandlar larare och elever
de matematiska idéerna?

Det ir intressant att se att en del elever an-
vinde sig av ganska primitiva metoder at-
minstone till att boérja med. Detta behéver
givetvis inte vara nagot fel. Férhoppnings-
vis kan dessa elever komma fram till ett mer
abstrakt och generellt resonemang s att de
hittar ett smidigare sitt att rikna ut anta-
let ljusa respektive morka plattor pé en figur
utan att behdva rita upp eller klippa ut rutor
ur just den figuren. Om de inte klarar av att
finna en annan metod hamnar de i en ater-
vindsgrind.

En sddan atervindsgrind kan ocksd 16s-
ningen med hjilp av rekursion visa sig vara.
Visserligen har de elever som anvinder sig
av den kommit ett steg lingre, men dnd3 ar
det nist intill ogorligt for dem att till exem-
pel rikna sig fram till antalet plattor pd den
hundrade figuren med hjilp av denna me-
tod. Helt oméjligt blir det att rikna ut anta-
let plattor fér den n:te figuren om man bara
anvinder sig av rekursion.

Om eleverna diremot samlar sina data i
en tillrickligt utforlig tabell, blir det myck-
et littare for dem att se det monster som
de olika talen bildar, det vill séiga att alla tal
som anger totala antalet plattor och alla tal
som anger antalet ljusa plattor dr kvadrattal.
Fran den upptickten ir steget inte ldngt till
en insikt om hur dessa tva antal ska berik-
nas for en figur med godtyckligt nummer.
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Elevernas vigar

Det finns dock en annan vig att g, som
manga elever visade oss. Genom att rita
ndagra figurer till och betrakta den yta som
de olika typerna av plattor upptog kunde
de anvinda olika areaformler f6r att berik-
na antalet. Antingen beriknade de antalet
morka plattor for sig och antalet ljusa plat-
tor for sig eller ocksd beriknade de totala
antalet plattor och antalet ljusa plattor och
fick antalet morka plattor som differensen
mellan dessa bada tal.

Antingen eleverna kom fram via en ta-
bell eller genom att betrakta olika ytor, visa-
de det sig att de kunde uttrycka regler med
egna ord for beridkning av antalet plattor av
olika slag for en figur med godtyckligt num-
mer. Att utnyttja denna kunskap for att
ange antalet i form av en formel som inne-
holl variabeln n visade sig ddremot vara be-
tydligt svarare.

Manga elever ville ge n ett bestimt virde.
Hir var de sikert paverkade av det faktum
att den algebra som de dittills hade sysslat
med i stort sett bestod av ekvationslésning,
dir x ju stér for just ett bestimt tal. Ménga
lirare papekade dessutom att de kunde tin-
ka pd den algebra som de hade sysslat med.
Den nigot okonventionella anvindningen
av xiuttrycket 4x + 12, dér x alltsd skulle ut-
trycka att det var 4 ljusa plattor har férmod-
ligen ocksd uppstatt darfor att eleverna var
vana att se uttryck av detta slag i samband
med ekvationslésning.

Samtidigt sdg vi hur ménga elever var pé
god vig att knicka den kod, som i det hir
problemet liksom i s manga liknande pro-
blem fér &ver fran aritmetiken till algebran.
Men hir behévdes mycket stdd och hjilp
fran liraren. Om han eller hon exempelvis
tar chansen att utnyttja de tillfallen som oli-
ka uttryck for antalet mérka plattor i figur n
kan skapa, till exempel 4(n + 1) respektive (n
+ 2)? — v, tror vi att hon kan uppmuntra till
bade kunskap om och motivation fér alge-
braiska manipulationer hos eleverna. Sdda-
na manipulationer kan ju helt 16sryckta ver-
ka bade svara och meningsldsa for dem.




Léirarens roll

Genom vad vi hir har sagt har vi aterviint
till ldrarens roll. Det ir ju helt uppenbart
att den #r oerhért viktig for att eleverna ska
fa ut mesta moijliga av den spannande pro-
blemldsningen. Eleverna som riknar rutor
maste f& en adekvat uppmuntran att gé vi-
dare i mer abstrakta tankebanor. De som
fastnar i rekursion kanske behéver just tip-
set att géra en tabell fér att se sambanden
pa ett annat sitt. S& hir sade en elev efterat,
nir hon tillfrdgades om vad hon lirt sig vid
problemlésningen:

Elev Jamen allts3, det ér litt att stilla upp
det i en tabell alltsd och sen forsoka
hitta ménster i stillet for att kladda
6verallt pa olika papper s& man, da
liksom ser man ju vad man hallit pad
med ungefir.

Inte minst tror vi att den avslutande diskus-
sionen &r av stor betydelse fér elevernas 13-
rande i samband med problemldsning. Dir
kan liraren till exempel ta upp olika ut-
tryck fér antalet morka plattor och samban-
det mellan dem som vi nimnde ovan. Dir
passar det ocksa att ta upp missférstdnd och

missuppfattningar av den typ som uttryck-
et 4x + 12 ovan ger uttryck fér. Det var inte
bara den aktuella gruppen som hade svart
att anvidnda variabler pa det sitt som man i
matematiken har kommit dverens om.

Vi har i den hir artikeln s6kt peka pa
ndgra matematiska idéer som kommit till
uttryck vid l6sandet av det hir rika proble-
met. Vi dr dvertygade om att de elever som
arbetat med dem med ritt hjilp och upp-
muntran kan ldra sig mycket genom dessa
idéer, mer 4n vad de kanske sjilva i férsto-
ne anar.

Rolf Hedrén dr bitrddande professor
emeritus i matematikdidaktik.

Eva Taflin dr fil lic och
universitetsadjunkt i matematikdidaktik.
Kerstin Hagland dr universitetsadjunkt
i matematikdidaktik.

Alla vid Hogskolan Dalarna.

NAMNAREN NR3-2004 17




