Gemensam problemlosning

Peter Sandin &ar hogstadielarare och arbetar med utvecklingsarbete |
Stockholm inspirerat av ett seminarium med Dr Timothy E. Erickson,
EQUALS-projektet. USA-projektet borjade 1977 vid Lawrence Hall of Sci-
ence, i Kalifornien. Det &r ett jamstalldhetsprogram med malsattning att bista
elever, som inte klarar av matematikkurserna. Arbetet har nu spridit sig till
femton stallen i USA och till Australien, Nya Zeeland, Costa Rica, Danmark
och Sverige. Det senast utgivna materialet &r Get it together, som beskrivs
i artikeln. | slutet ges ett par exempel fran materialet.

Bakgrund

Det raknas for mycket och talas for lite pa
matematiktimmarnal - & ett pastdende som lett
till diskussion. Vad ska man tala omoch vemar
man? Samta mellan l&rare och elev & sedan
lange ett viktigt moment i lararutbildningen.
Kunskaper om diskussioner mellan elever & fa
och det undervisas merasdllan om dessai l&rar-
utbildningen. Aven om den "tysta rakningen"
blir ovanligare, vet vi intesékert omvad, hur och
pavilket sitt elevernadiskuterar.

Problemldsning

Matematikenssprak har viktigareferensomra-
den, t ex den abstrakta matematiska varlden
och den vérld av situationer, som kan beskri-
vas genom en matematisk modell.

Att talaom matematik kan varasvart, efter-
som de matematiska begreppen &r abstrakta
konstruktioner. Utanfor det matematiskasym-
bolspraket, har vi svart for att diskutera mate-
matik. Barn kan ibland beskriva meningen
med formella pastdenden och uttryck pa ett
sétt, som visar att de tanker pa symboler som
beskriver dessa matematiska begrepp:

Vad ar tva ganger tre? - Sex. - Hur vet du det? -
Jo, tvatreor.. entreadr tre.. entill blir sex. - Bra,
vad ar tre ganger tva? - Sex. - Nagot markligt
med det? - Det blev sexigen och deér olikatal..
Lat mig berétta varfor det & pa det séttet.. Tva
har flera sétt.. Jo, den har flera sétt..liksom tva
har flera tvaor, men det &r ett [agretal. Tre har
mindretreor mendet &r ett hogrenummer.. PAsa
satt, nar du multiplicerar tre med tva. - Hur
mangafler &r det? - Tre.. och pa det andra sttet
ar dettva. Mendetva.. det ar tvatreor .. menden
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andra ar tretvaor, eftersomtva &r smdare &n
tre men tva har mer.. flera till, och sen har
treorna mindretill men &r ett hogre tal.

| foljande exempel forklarar samma barn sin
strategi for att pa olika sétt fa 64. Forst ska
barnet skriva om 23 + 41, sa att det blir 64.
Forst skriver barnet 24 + 40 och fortsétter:

- Jag gor ett mindre an 40 och den har mer.. 25
plus 39. - Beratta for mig hur du fick fram det.
- Jaglater baraenganer.. tar bort enochlagger
padenandra.. Jagtar bort 3 (frén 23) ochgoér det
till tva och lagger det till 41 for att fa 42. Pa
samma satt, sa gar jag ner, ner och upp, upp.

- Bra, du gav mig tre exempel pa hur du kunde
andra talen. Hur kommer det sig nu att alla de
har talen blir lika mycket tillsammans? - Efter-
somdet &r att tabort fran enatalet och laggatill
det andra. - Far man gora det? - Varfor inte? -
Kan du beratta for mig varfor? - Ngj, vem som
helst kan gora det. Eftersom du hela tiden har
lika mycket. Du behaller det men lagger det pa
nagot annat. Man tar inte bara bort det.

Beréttel sernavisar hur barn kan diskuteramate-
matik. Barnet kdmpar for att hitta - och ibland
uppfinna- ordfor att uttryckasinkunskap om det
matematiska innehdll, som beskrivs av det for-
mella uttrycket. Delvis visar de h&r exemplen
ocksa pa barnets brister. Barnets kunskap om
dennavérldéartill scoradelarimplicitochuttrycks
meragenom deolikasétt, som barnet kan anvan-
datalen pd, an genom en utvecklad formaga att
prata om dem. (Gelman & Greeno, 1988)
Dagmar Neuman ger i sinbok Raknefardig-
hetensrétter, illustrativaexempel pd, hur barn
forsoker att férmedla sina tankar om symbol
spraket. Marit Hgines, har i sin bok, Matematik
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somsprak mangaexempel pahur barntalar om
matematik.

Lampert (1986) beskriver hur eleveri "fourth
grademathemeaticsclasses’ diskuterarinnebdrden
I matematiska uttryck och férsoker overtyga
varandra (och Lampert) om att de olika aritme-
tikalgoritmer de uppfinner & korrekta. Eleverna
intebaragdr matematik - dediskuterar, argumen-
terar och debatterar matematik. Det & en viktig
malséttning for Lampert i hennes arbete som
|&rare. Pa sétt och vis behandlar e everna mate-
matik som ett ddligt strukturerat amne. Det &
darfor legitimt att ha olika asikter. Pastaenden
masteréttfardigas, inteenbart beroendepaomde
ar korrekta eller inte, utan om de & begripliga

Schoenfelds arbete med gymnasie- och hdg-
skoledlever (1985), har mangalikheter med Lam-
perts lektioner. Lararensroll &r att " ténka hogt”
under probleml6sning och pasa st visaelever-
na de processer, som ofta genomforsi det tysta.
Fordelar & att elevernaibland hittar pa problem
at lararen, som ibland l&tsas mera brydd &n vad
som behovs, for att visahur fleral 6sningsforsok
kan utvecklas.

En helt annan inriktning, med utgangspunkt i
Piaget och den europeiska socia psykologiska
skolan, forsoker gebevisfor teorinomatt gemen-
sam problemlsning borde gynna den alméanna
mognaden och utvecklingen. Viss forskning vi-
sar, att blotta diskussionen av klassiska Piaget-
problem kan dkaformagan dven om de diskute-
rande har likaddigaforkunskaper. Det skulleda
kunna eliminera mdjligheten att en duktigare
elev & ut ett nytt beteendetill en mindre duktig
kamrat. Det verkar som om géva kontakten
mellan eleverna f&r igang en konstruktiv inlar-
ning.

Att deltai gemensam probleml ésning bidrar
tydligen till att deltagarna far erfarenheter, som
kanskeér viktigafor att deskakunnautvecklasin
skicklighet som problemldsare.

Ytterligare en effekt av gemensam problem-
|6sning & det manga kallar motivation. Genom
att e even uppmuntrasatt provanyal dsningsme-
toder och far uppmuntran, starks galvfortroen-
det. Den gemensamma problemlésningen ger
social status, beréttigande och disposition for att
|6sa problem. Med disposition menas inte den
laggning eller falenhet som kan anses som en
biologisk eller &vd egenskap, utan nagot man
kan larasig och darfor ocksa undervisaom.

Det finns goda skd att tro, att deltagandet i
gemensam probleml 6sning kan laraelever att de
har formaga, tillstand och &ven skyldighet att
medverkatill en oberoende tolkning och inte
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automati skt godta problemformuleringar som
givna.

Problem med problemldsning

Attt ex Gverforavissametoder for lastraning till
probleml 6sningi matematik & intesdenkelt som
man till en borjan kanske tror. FOr det forsta &
problemldsning i matematik mer kunskapsbe-
roende an metoder for lasning. En del av fram-
gangen med den gemensamma |&stréningen &
att sammatyp av aktiviteter —fréga, sammanfat-
ta, forklara och tolka - genomférs om och om
igen. Att hitta moment som kan upprepas pa
liknande sétti matematik &r intel&tt. | [&sning har
dessutom elever sdllan helt fel, utan de &r "bara’
svaga i lasning. | matematisk problemldsning
hamnar eleven oftapafe aktigaspar, som paver-
kar g&lvaldsningen.

Polya-inspirerade modeller &r enligt Schoen-
feld sdalmannatill sin karaktér, att de ger foga
hjdp till ménniskor som inte redan & bra pa att
| 6sa matemati ska problem.

Det & ocksasvart att klassificeramatematik-
problem, vilket kan vara nédvandigt for att 6ka
svarighetsgraden i 6vningar och for att bedoma
elevresultat.

Det aterstar alltsdstoraproblem att | 6safor att
vi skakunnafastod i forskning for att tillampa
framgangsrikametoder for | astraning ochanvan-
daden inom problemldsning i matematik.

M an bor sbkaen uppséttning repeterbara(och
allméanna) aktiviteter, som elever kan anvanda
och utveckla vid manga probleml Gsningar.

Man bér hittaentillfredsstallandebalansmel -
lan uppméarksamhet pa allménna probleml 6s-
ningsstrategier och processer samt uppmarksam-
het pa den specifika matematik, som behovs i
problemlGsning.

Vi behGver ndgot sétt att grupperaoch klassi-
ficera problem av undervisnings- och beddém-
ningsskal.

Problemldsning i praktiken

Get it together &r ett |aromedel somvuxit framur
EQUAL S-projektet. Det innehdller matematik-
problem som ska l6sas i grupp (2-6 elever per
grupp). Materialet har tagitsfram av larare, som
deltagit i fortbildningskurser och kan anvandas
frén arskurs 3 och uppét. Problemidéernaintro-
duceras fér larare som ” cooperative logic pro-
blems’. Varje problem finns pa ett specidllt ko-
pieringsark. Paarket finnssex " kort” med | edtra-
dar (seexempel i dutet av artikeln). Paarket kan
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ocksa finnas etiketter av olika slag, som kan
behtvas under arbetet i gruppen. Varje pro-
blem har samma struktur och sammaregler.

Tim Ericksons presentation vid seminariet

Nar vi introducerar problemfor elevernaborjar
vi med att forklara tankarna och poéangterar att
det ar gruppen som har ett problem att 16sa.
Dérefter borjar grupperna arbeta. De blir val-
digt engagerade. Nar vi 16t ndgra problem,
stannar vi upp och pratar omhur det ar att |6sa
matteproblem pa det hér sittet. Nagra vanliga
elevkommentarer: Alla har enrall att fylla. Det
ar |lattare med ” manga huvuden” !. Jag sag an-
dra somgjorde pa ett annat Sitt. Vi visste nér vi
var Klara! Lararen avgor inte nar man ér fardig
och det finnsinget facit! Lararen besvarar bara
fragor, omallai gruppen & Gverensomatt man
vill ha hjalp. Att arbeta i grupp ger galvstandig
inlarning. Kamrater kan forklara och bedtma,
om gruppen har lyckats.”

| forordet framhalls
Eleveni gruppen far uppleva

» Allahar enuppgift att fylla. Det & det forsta
eleverna siger, och det & ocksa den storsta
vingen utifran jamstélldhetsmdlet. Nér larare
pratar, & mangaelever dovorat till. Nar elever
a i en grupp, & de néstan alltid engagerade.

o Det ar lattare omman &r flera & en annan
vanlig elevkommentar. Sjdvklart & det s3,
eftersom chansenfinns, att ndgon annani grup-
pen upptacker det vi inte ser.

» Andra grupper gor annorlunda. Det upp-
tacker eleverna tamligen omgaende och det
finns manga sétt att |6sa ett problem. Man far
insikt i matematiska metoder, som hjalper oss
nu och senare.

* Man talar matematik genom att en massa
matematikord anvandsi diskussionen. Att an-
vanda matematikens sprak & mer an baralara
sig glosorna. ” Att tala matematik” hjalper oss
att befasta var forstaelse av den matematik
som finns bakom uttrycken.

* Manavgor galv, ndr manér klar. Nar elever-
na loser problemen forsoker vi undvika att tala
om fOr gruppernaom svaret &r rétt eller fel, och
vi svarar intepafragor, svidainteallai gruppen
a overensomatt manvill hahjép. Attarbetai en
grupp beframjar gavstandiginléarning. Eleverna
upptacker, att lararen inte ensam besitter

118

kunskap. Kamraterna kan forklara och bedo-
ma om man gjort rétt eller inte.

Den sociala formagan utvecklas:

- Attfolja spelreglerna. De kan innefatta att
intefragalararen, sdvidainte allai gruppen ar
Overens om att de inte vet.

- Setill att allafar varamed. Det skabetyda
att allafar réra materielen. Den kan bestam-
mas av eleverna alltefter problemets art.

- Lyssnatill vad andra har att séga.

- Forsbka motivera sina uttalanden. Det ar
nagot vi allabehtver kunna och det &r en for-
maga som man har svart att larasig.

- Fraga andra om deras synpunkter.

- Hjélpa andra utan att tala om, vad de ska
gora.

- Taemot hjalp om man behdver. Hjdp ska
i forsta hand komma frén gruppen, i andra
hand fran lararen.

Fordelar for lararen

Enklaredvervakning medfarre” smaenhe-
ter” | stéllet for helklassfar du 7-8 grupper. Det
betyder att dui lugn och ro kan hjé pagrupper
som verkligen brottas med svarigheter.

Mer tid kan dgnasét observation av el everna.
Né&r duror digi klassrummet, ser du elever som
|6ser problem och det finnstid 6ver for dig att
observera. Du kommer att fabéttre chanser att
upptécka vad de verkligen tanker pa

Ytterligare fordelar

Att eleverna under matematiklektionerna ib-
land fér arbeta gemensamt, ibland var for sig
och avenfar traditionell undervisning leder till
meravariation. Om vi & intresserade av jam-
likhet, onskar vi erbjuda s manga olika
inl&rningstillfallen som mgjligt.

Problem som dessakan 6ppnadorren fér en
integrering av andra amnen i matematiken.
Det kan ocksa forma elever att intressera sig
mer fOr amnet ochvisa, att matematik kanvara
vardefullt &ven utanfor matematiktimmarna.

Y tterligareett resultat av gemensam problem-
l6sning & framgangen. Grupperna |6ser verk-
ligen dessa problem — ofta problem som & sa
komplexa, att ingen enskild i gruppen kan 16sa
dem. Den har framgangen kan stérka sjélv-
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fortroendet - bade deras och ditt.

Alladlever— frandeduktigastetill desvagare
—har stor nyttaav att l&rasig beréttaoch forklara
med tydlighet och skérpa.

Man upptécker, att svaga elever &r effektiva
och hangivnagruppmedlemmar och starkaelev-
er kanske upptécker, att deinte kan hindragrup-
pens |0sning. Att lara Sig arbeta gemensamt &
viktigti Sig. Deflestaarbeten kréver samarbete,
trots att det inte verkar som om det undervisas
explicit i négot skoldmne. Specidllt gdller detta
forhdllande inom matematikamnet.

Vill du prova?

Fleralarare runt om i Sverige pa mellan-, hog-
och gymnasiestadiet, har redan provat material et
med hjdlp av en dversittning av nagra korta

utdrag ur boken, som gjorts med forfattarnas
tillstand. Hor gérnaav dig till: Stockholms sko-
lor, Peter Sandin, Box 22007, 104 22 Stockholm.
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Héar foljer ett par exempel pa pro-
blem med tillhérande etiketter pa
nasta sida:

-

Fyra med fikon

~

Innehall: Foralgebraisk aktivitet.
Losning av "ekvationssystem” med
hjélp av laborationsmateriel.

Materiel: Etiketter som du klipper ut
fran arket med | edtradskorten, senés-
ta sida. Minst tva slags laborations-
materiel for markering.

Ovningar: Fyra med fikon

Kannetecken: Observera att prob-
lemet har flera [Gsningar. Ett kort
skall inte delas ut.

Med den har typen av problem
kan eleven goraerfarenheter somkan
bli till hjdlp vid studier i agebra
Ovningarna & vardefulla genom att
de Okar forstaelsen for variabel-
begreppet. Dessutom visar uppgif-
terna pa mojligheten av att fram-
gangsrikt anvanda laborationsmate-

\riel vid problemldsning. /
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~

Innehall: Geometri och métning av
geometriska storheter. Mé&ning av
omkretsochsidornaslangdmedhjélp
av alternativa enheter (stickor).

G’éndsticksproblem

Ordlista: Regelbunden och oregel-
bunden polygon, likbent och liksidig
triangel, fyrhorning, omkrets, vinkel -
spets, bas, kongruens.

Materiel: Varje grupp skall haminst
femton stickor. Det gar lika bra med
tandpetare, sugror, pennor, etc. Det
enda kravet & att de skall vara lika
langa. En ordbok/uppslagsbok bor
finnastill hands.

Ovningar: Tandsticksproblem

Kannetecken: Gruppen gor en geo-
metrisk konstruktion med hjdp av
stickor. En del problem fordrar ett
klart resonemang och systematisk
genomgang av ala méjligheter. Det
finnst ex tva sétt att gora en triangel
av gu stickor, utan att de korsar var-
andra, men det finns bara ett sétt med
\sex eller fem ochinget séit med fyraj
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Fyra med fikon

Lars och Nanna har gu fikon till-
sammans. Hur manga fikon har var
och en?

Tandsticksproblem

Figuren bestér av elva stickor.
Stickorna &r obrutna och de korsar
inte varandra. Lagg figuren!

Fyra med fikon

Lars och Mona har fem fikon till-
sammans. Hur manga fikon har var
och en?

Tandsticksproblem

Ingen sticka &r utanfér femhoérning-
en.
L&gg figuren!

Fyra med fikon

Om Nannaoch Oscar |&gger ihopsina
fikon har de tolv tillsammans. Hur
manga fikon har var och en?

Tandsticksproblem

Alla trianglar &r liksidiga, men inte
femhorningen. Alla stickor &r lika
langa. Lagg figuren!

Fyra med fikon

Om Oscar och Monaléagger allasina
fikon i en korg har de tio fikon dar.
Hur manga fikon har var och en?

Tandsticksproblem

Figuren har fyratrianglar.
L&gg figuren!

Fyra med fikon

Om ala fyra lagger ihop sina fikon
och delar upp dem, safar var och en
fyra, men det blir ett fikon 6ver. An-
vand materiel!

Tandsticksproblem

Varjetriangel har stickor som ocksa
finnsi tvdandratrianglar. Lagg figu-
ren!

Fyramedfikon. Delainteut kortet!

Problemet har flera IGsningar. For-
bered dig med fragor till gruppen, t ex
Bra, ni har 10st problemet. Kan ni
hitta en [6sning till, eller Bra, nu har
alla |6st problemet. Lat oss beréttal
Man kommer att finna olika svar.

Tandsticksproblem

Enavtrianglarnadr storreadndeandra
tre. Lagg figuren!
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