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Varfor ar det sa svart att rakna ut
den genomsnittliga hastigheten?

Trosklar i elevers utveckling av
proportionella resonemang

Forfattarna presenterar dven i sin tredje artikel en uppgift dar de ingaende
berdkningarna ar busenkla men dér eleverna i hog grad resonerar fel. De
konstaterar att manga elever inte har relevant kunskap om begreppet
genomsnittshastighet, fast de utan problem kan manipulera och anvdnda
hastighetsformeln. Det vanligaste felet analyseras och en majlig forklaring till
elevernas felaktiga resonemang presenteras.

eleverna redan i arskurs 4—6, si niir eleverna borjar pd gymnasiet bor de

ha haft upprepade tillfillen att arbeta med olika situationer som kri-
ver kunskap om begreppet. Dessutom har eleverna erfarenhet av begreppet
fran en vardaglig kontext. Alla forflyttningar som att gi, springa, cykla eller
dka buss kan beskrivas med en genomsnittlig hastighet. Eftersom eleverna har
moilighet att relatera till dessa viilbekanta hindelser borde de ha goda majlig-
heter att utveckla en begreppskunskap for genomsnittshastighet. Trots det har
det visat sig att elever pa gymnasienivd vildigt sillan lyckas med att resonera
fram det riitta svaret pé foljande uppgift:

Begreppet genomsnittshastighet, eller medelhastighet, presenteras for

Det finns en stig upp for en ratt brant backe i Aten. Rickard, som &r i god
form, gar upp for backen i en genomsnittshastighet pa 3 km i timmen. Han
gar ner med dubbel genomsnittshastighet. Vilken ar Rickards genomsnitts-
hastighet for hela promenaden?

Ett tips: Om du ligger ifrin dig artikeln och 16ser uppgiften sjilv innan du fort-
sitter lisa kan det vara littare att forstd kruxet med den och varfor eleverna
resonerar fel. Uppgiften ser inte sirskilt komplicerad ut, s vad gor da eleverna
for fel? For att forstd det behover vi forst granska de ingdende komponenterna.
Centralti uppgiften ir begreppet hastighet — 1at oss begrunda det en stund.
Det finns flera nivder av kunskap om hastighetsbegreppet. I den enk-
laste formen av situationer som eleverna arbetar med sé ricker det att forsta
att om de dividerar en striicka med tiden det tar att forflytta sig lings den-
samma, fir de veta den genomsnittliga hastigheten for firden. Men det krivs
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att begreppet gors relevant i mer komplexa situationer for att eleverna ska
utveckla sin begreppskunskap till att forstd att hastigheten ir proportionell
mot striickan da tiden hélls konstant men istillet omviint proportionell mot
tiden nir strickan halls konstant. Diremot ér strickan en bilinjir funktion av
tid och hastighet, s (v, 1) = vt, dvs striickan ir proportionell mot bide tiden och
hastigheten. I vir uppgift indrar sig den genomsnittliga hastigheten fran 3km
i timmen till det dubbla. Dirfor fungerar inte den enklaste formen av kun-
skap, som ir att manipulera s = vi-formeln for att berikna ett svar. Hir dr det ju
liksom tvé hastighetsgrejer i spel! Ytterligare ett problem ir att det inte finns
nagon stricka angiven. Det finns alltsi ett inslag av modellering hir eftersom
eleverna behdver matematisera strickans lingd pa nigot sitt. Den som har for-
statt inneborden av begreppet genomsnittshastighet kommer gora det enkelt
for sig och anta att backen dr 3 km. Det kommer d4 att ta 1 timme upp och en
1/2 timme ner. S& Rickard har tillryggalagt 6 km pa 1,5 timme, vilket ger den
elementira berikningen av genomsnittsfarten till 6 km/1,5h =4 km/h.

Det vanligaste felresonemanget

Vad gor di eleverna? Det allra vanligaste felresonemanget ser ut si hir: Forst
gir allt bra. Eleverna resonerar sig fram till att dubbla genomsnittshastighe-
ten dr 6 km i timmen. Striickan ir lite lurigare men de flesta gor pa goda grun-
der antagandet att det iir lika lingt upp som ner. Elevlésningar och samtal med
elever visar att det ir vanligt att de forst forsoker identifiera kvantiteterna
stricka och tid for att kunna anvinda v =s/t-formeln. Det som sedan hinder
ir att eleverna dverger sin forsta strategi och felaktigt beriknar ett genomsnitt
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Att berikna en genomsnittshastighet genom att berikna genomsnittet for tva
genomsnittshastigheter vittnar om brister i kunskapen om begreppet genom-
snittshastighet. Eleven ligger ihop de olika hastigheterna och dividerar med
tvd: (3 km/h+6 km/h)/2=4,5 km/h. Just den hiir eleven slarvar bide med
enheterna och likhetstecknets betydelse men det ir dinda litt att folja hens
resonemang. Berikningen illustrerar det vanligaste felresonemanget pd denna
uppgift och den ir gjord av en elev som utan problem manipulerar s = vi-for-
meln och 16ser uppgifter baserade p4 situationer diir tva av de tre storheterna
ir givna och den tredje efterfrigas. Uppenbarligen riicker det inte att kunna
hantera dessa situationer for att utveckla elevernas kunskap om begreppet
genomsnittshastighet.
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Representationernas roll for elevernas handlingsmaonster

Det #r vil kint fran psykologisk forskning att sprakliga, symboliska och geo-
metriska representationer triggar elevernas handlingsmonster. I det hir fallet
har vi en intressant spriklig representation i form av det sammansatta ordet
genomsnittshastighet. Vid en analys av ett 50-tal elevers 16sningar och deras
muntliga forklaringar till varfér de gor som de gor, verkar det som om begrep-
pet hastighet drar tankarna till sambandet s=vt och att begreppet genom-
snitt framkallar ett handlingsmdnster som innebiir att man adderar och divi-
derar med antalet ingdende termer. Vi har alltsd en spraklig representation i
uppgiftsformuleringen som triggar tva olika handlingsménster. Elevexemplet
ovan ir ett exempel pa det. Situationen vallar naturligtvis inte ndgot problem
for elever som har en god kunskap om egenskaperna hos begreppet genom-
snittshastighet. Men de eleverna verkar vara i minoritet. Vad kan det bero pa?
En forklaring ir att eleverna inte tidigare har erbjudits mojligheter att genom
olika situationer utmana sin begreppskunskap om genomsnittshastighet. Sa
linge s=vt fungerar sker ingen problematisering av de handlingsmonster som
man behover anvinda for att 16sa de uppgifter som ges. Mojligtvis kan uppgif-
terna kompliceras av att de ingdende enheterna ir angivna i exempelvis kilo-
meter och sekunder, men det utmanar inte elevernas kunskap om begrep-
pet genomsnittshastighet. Det provar endast elevens formdga att hantera
enhetsomvandlingar.

Hur vi kan undervisa for att utveckla elevernas kunskap

Hur vi ska undervisa for att utveckla elevernas kunskap ir en av undervisnings-
konstens stora fragor. Det ir naturligtvis enkelt att pipeka att elevernas reso-
nemang iir fel och visa hur ett korrekt resonemang ser ut, men hur det paverkar
elevernas utveckling vet vi mycket lite om. Om eleverna diremot kan erbjudas
situationer som gor att de sjilva inser och kan beskriva varfor de har resonerat
fel i liknande tidigare situationer, kan vi vara sikra p4 att eleverna har forstatt
nigonting. Vi foreslar att elever som har resonerat fel fir en ny uppgift att losa
innan ni diskuterar [6sningen av Brant backe-problemet:

Ar 2002 kérde en s3 kallad ghostrider de cirka 68 kilometerna fran
Stockholm till Uppsala pd 14 minuter och 38 sekunder, vilket innebér en
genomsnittshastighet pd 273,1 km/h. Antag att han haffades av polisen nar
han kom fram till Uppsala och att hans motorcykel beslagtogs. Ghost-ridern
bestammer sig for att ga hem till Stockholm. Vilken dr hans genomsnitts-
hastighet for nattens aktivitet att ta sig tur och retur Stockholm-Uppsala?

Situationen i den nya uppgiften ir si extrem att strategin att berikna ett
genomsnitt pi genomsnitten blirabsurd. Omman antar att man gari5—6km/h
skulle strategin att berikna ett genomsnitt pi genomsnittshastigheterna resul-
terai en genomsnittshastighet pa nistan 140 km i timmen. Det ir litt {6r elev-
erna att inse att det inte kan stimma. Om vi hyfsar siffrorna lite s& har vi en
stricka pa 140 km och om vi giri 5 km/h s3 tar det 14 timmar att gd 70 kilo-
meter. Hiir ir de 14 minuterna fér motorcykelfirden forsumbara sa vi kan lika
girna siga att tiden fram och tillbaka ir cirka 14 timmar. En ungefirlig medel-
hastighet for hela strickan blir 140 km/14 h =10 km/h. Efter den hir tankestil-
laren ir eleverna of tast vil forberedda for att dterviinda till backen och revidera
sina resonemang med stéd av liraren.

NAMNAREN NR4-2017 13




Vad vi kan lara av enstaka exempel

Vi kan lira oss mycket om elevernas utveckling av kunskap om olika begrepp
genom att analysera enstaka uppgifter. Hir vill vi belysa hur viktig den sprak-
liga representationen ir. Nir manga elever gér samma sorts fel pd en uppgift s
finns det ofta nigot i den sprikliga uppgiftsformuleringen som triggar elever-
nas handlingsménster i en viss riktning. Elever som har en god begreppskun-
skap och inser vilka egenskaper som ir relevanta i situationen kommer inte att
ledas till fel handlingsmonster av den sprikliga representationen som i det hir
fallet innehéller en sammansittning av de tva begreppen genomsnitt och has-
tighet. Det ir naturligtvis en helt naturlig reaktion att aktiveras av det ena eller
det andra begreppet om man ir van vid att det fungerar. Elevens handlings-
monsterinkluderarinte att fundera dver rickvidden i de metoder som anvinds.
[ 16sningen ovan ser vi att eleven faktiskt har ritat en bild p4 ett berg och rik-
nat ut att det tar dubbelt s lang tid att gd upp som ned och troligen ansatt att
strickan upp ir 3 kilometer. Dessutom ritar eleven upp svi-triangeln, dvs iven
informationen att hastighet kan beriknas som striicka delat pa tid iir tillginglig.
Det ir bara ett litet steg kvar till att dela den totala strickan 6 kilometer pa den
totala tiden 1,5 timmar for att eleven skulle gora en korrekt l6sning. Men inda
dverger hen den strategin och triggas istiillet av termen genomsnitt och beriik-
nar ett medelvirde av hastigheterna. Vilken typ av undervisning skapar dd den
kunskap som behovs for att undvika detta felresonemang?

Begreppsutveckling sker nir eleverna erbjuds olika situationer som utma-
nar deras kunskap om de begrepp de arbetar med. Elever som inte har arbe-
tat med situationer liknande den i uppgiften kan troligtvis inte genom att bara
betrakta hastighetsformeln inse att medelvirdesvarianten ir fel. Det ir en
hogre form av matematisk kunskap att kunna dra sidana slutsatser direkt fran
ett algebraiskt uttryck. Lirare maste alltsd lata elever arbeta med situationer
av sddant slag att de ingdende begreppens viktiga egenskaper blir relevanta for
losningsmetodens giltighet.

I det hir fallet ir det konkreta kruxet att vi arbetar med en sammansatt
storhet som ir en kvot av tvd andra storheter. Sidana kan inte adderas hur som
helst och dirfor gar det inte heller berikna medelvirden hur som helst. Man
kan addera tvé delstrickor for att fa totalstricken och tva deltider for att f3
totaltiden, men inte addera tvé delhastigheter for att f4 "totalhastigheten”. Det
inser nog de flesta. Om ndgon forst gir i 5 km/h och sedan i 10 km/h kommer
nog fa elever att foresld att personen har gittien takt av 15km/h. Men tydligen
sd ligger ind4 en medelvirdesberikning, som iir en slags additiv procedur, nira
till hands fér mdnga. Samma fenomen som det som hir illustreras med medel-
hastigheter giller dven for andra sammansatta storheter som till exempel kilo-
priser, densiteter eller timloner.

Hitta girna sjilv pa nagra uppgifter av liknande slags som Brant backe men
med andra sammansatta storheter och lit dina elever arbeta med dem. Hor
girna av dig till oss och dela med dig av dina erfarenheter av elevernas forsta-
else for egenskaperna hos sammansatta enheter.

Kursplanenimatematik ndmneringet om begreppet hastighet, men det dykeruppimanga
larobocker pa mellanstadiet. Formellt borde vi anvdanda termen fart eftersom hastighet i
fysiken ar en vektor som beskriver hur fort ndgot ror sig och i vilken riktning. Farten ar
absolutbeloppet av hastigheten. Men eftersom termen hastighet anvands i dagligt tal
och eftersom den uppgift som vi berér nedan anvander termen genomsnittshastighet,
sa haller vi oss till det och ber fysikerna om ursakt for vart terminologimissbruk.
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