HTHUNBERG, L FILIPSSON & M CRONHJORT

Gymnasiets mal och hégskolans
forvantningar

| den undersokning som har presenteras har gymnasiets mal
avseende matematiken jamforts med hogskolans férvantningar
pa nyborjarstudenternas matematikkunnande. Férutom ett tydligt
innehallsmassigt gap framkommer ocksa viktiga kulturskillnader nar
det galler bade matematiken och det matematiska arbetet.

id Kungliga Tekniska Hdogskolan,
\ /- liksom vid ménga andra hégskolor
i landet, har vi under en lingre tid
iakttagit tilltagande svéarigheter for de ny-
antagna studenterna att klara de obligato-
riska kurserna i matematik. Fran aterkom-
mande férkunskapstest for nyantagna som
ges vid flera av landets hégskolor rapporte-
ras en kraftig férsimring av resultaten sett
6ver en lingre period. Detta giller tex KTH
(Brandell, 2005) och Ume3 universitet (By-
lund & Boo, 2003). Som lidrare upplever vi
hurspridningen pastudenternas matematik-
kunskaper blir allt stérre, och hur en allt
storre grupp har sa svaga kunskaper att de
helt saknar forutsittningar for att tillgodo-
gora sig det forsta arets kurser. Trots mins-
kat kursinnehall upplevs kurserna som mer
pressande nu dn tidigare.

Vi rapporterar hir om ett projekt, Gym-
nasieskolans mdl och hégskolans forvint-
ningar — en jamforande studie om matematik-
undervisning, som har syftat till att nirmare
beskriva och analysera de ovannimnda
problemen. Projektet har genomférts vid
KTH Matematik av Hans Thunberg, Lars
Filipsson och Mikael Cronhjort. Aven stu-
denter vid utbildningsprogrammet Civil-
ingenjér & Lirare, som ges i samverkan

mellan KTH och Lirarhdgskolan, har med-
verkat i ett delprojekt inom ramen fér sin
utbildning. Vi vill passa p8 att framfora vart
tack till Gunilla Olofsson, Astrid Pettersson
och Katarina Kjellstrom vid PRIM-gruppen
pa LHS fér virdefulla diskussioner. Gunilla
Olofsson var ocksé tillsammans med Mika-
el Cronhjort handledare f6r de medverkan-
de studenterna. Samtliga delprojekt och en
sammanfattande rapport ir publicerade pa
www.math.kth.se/gmhf.

Ménga av de problem vi identifierar har
uppmirksammats i ett flertal tidigare rap-
porter och utredningar, tex Férkunskapspro-
blem i matematik (Skolverket, 1998), Rdcker
kunskaperna i matematik? (Hogskoleverket,
1999), Matematik — Fran gymnasieskolans
NV-program till higskolan (Bjork & Brolin,
1998) samt i Matematikdelegationens slut-
betinkande (SOU 2004:97). Det dr péafal-
lande hur samma problembeskrivningar har
aterkommit &ver ren utan att detta har re-
sulterat i ndgra naimnvirda férdndringar.

Resultaten i var undersékning har legat
till grund fér vart engagemang i debatten
om gymnasiets reformering, GY2007, och
har ocksé lett till vissa fordndringar i de in-
ledande matematikkurserna pd KTH:s civil-
ingenjérsprogram. Som framgar nedan anser

10  NAMNAREN NR2-2006



vi att fordndrade behérighetskrav till hég-
skolan, utan atfoljande fordndringar av kurs-
och utbildningsplaner, ocksé spelar en stor
roll f6r de 6kade problemen; denna aspekt
har inte framhaéllits i tidigare rapporter.

Genomforda delprojekt

For att kartlidgga vilket matematiskt kun-
nande som hogskolan (KTH) férvintar sig
hos de nyantagna studenterna, och for att
jaimféra detta med gymnasieskolans mal,
har vi anvint négra olika metoder. Vi har
inventerat materialet i KTH:s introduk-
tionskurser (Thunberg& Filipsson, 2005a),
som ett uttryck fér KTH:s férviantning-
ar, och vi har gjort enkidtundersckningar
bland lirare och studenter pd KTH (Thun-
berg & Filipsson, 2005b) fér att bedéma hur
studenternas faktiska férkunskaper forhal-
ler sig till KTH:s férvintningar. Vidare har
vi genomfort studier av de fel som studen-
ter gor i tentamenslésningar pd introduk-
tionskursen och pa den férsta kursen i mate-
matik pd KTH (Cronhjort, 2005, Enstrém &
Isaksson, 2005). En enkit till gymnasieldrare
gav oss deras bedémning av hur KTH:s for-
vintningar férhéller sig till de reella mélen i
gymnasiets matematikundervisning (Thun-
berg & Filipsson 2005c). Dessutom har vi
jamfoért kunskapssynen i gymnasiets natio-
nella prov, som ett uttryck fér de formella
malen, med KTH:s férvantningar (Thun-
berg, 2005).

Resultat

Véraresultat pekar entydigt pa att problemen
med de s kallade bristande férkunskaperna i
matematik till stor del 4r strukturella.

- Mycket av det som hégskolan uppfattar
som viktiga férkunskaper i matematik
finns inte lingre med i gymnasiets kurser.
Andpra saker finns visserligen med men
behandlas med helt andra kunskapsmal
idn vad hogskolan dnskar och férvintar sig.

- Synen pa vad matematiskt kunnande ar
skiljer sig markant t mellan gymnasie-
skolan och hégskolan, bla betraffande
riknefirdighet och formelkinnedom.

- Hoégskolans behorighetskrav har siinkts i
flera avseenden utan att kurserna har an-
passats nimnvart.

Stoffgapet

Vi identifierar en stor och relativt vildefi-
nierad mingd stoff som hdgskolan forvin-
tar sig att nyantagna studenter ir vil fér-
trogna med men som inte lingre kan sigas
ingd i gymnasiets kurser, eller som dir be-
handlas med helt andra kunskapskrav in
vad hogskolan vintar sig. P4 hégskolan ges
detta stoff i bista fall en summarisk "repeti-
tion”. Stoffomrdden som pa detta sitt faller
mellan stolarna ir:

- Algebraisk firdighet, sdsom brakrikning,
forenkling av rationella uttryck, rikning
med rdtter och potenser och kvadrat-
komplettering.

— Absolutbeloppsfunktionen.
- Olikheter.

- Avstandsformeln i planet, cirkelns
ekvation.

— Skissa grafer, asymptoter, translation,
skalning.

- Funktionsbegreppet, tex begreppen
sammansittning respektive invers
funktion.

- Logaritmer, svil vad giller grundlidggande
egenskaper som férméga att omforma
uttryck med hjilp av logaritmlagarna.

- Trigonometriska formler och ekvationer,
enhetscirkeln.

Kulturklyftan

Det finns en pataglig skillnad i kunskapssyn
mellan gymnasiet och hdgskolan, bla nir
det giller vikten av riknefirdighet och kun-
skap om formler och identiteter for elemen-
tira funktioner (utan hjilpmedel). Vi syftar
hir pa skillnader som kommer till uttryck i
tex hogskolans tester och pa de nationella
proven i gymnasiet. Vi har konstaterat skill-
nader i kunskapssyn pa féljande omréden:
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— Rdknefirdighet. P4 hégskolan ir det sjilv-
klart att riknefirdighet dr en visent-
lig del av det matematiska kunnandet,
medan kraven pé gymnasiet inom detta
omréde (som de kommer till uttryck t ex
i studenternas faktiska kunskaper och
pa de nationella proven) ir generande
lagt stallda.

— Formelkunskap. Pa hogskolan anses kun-
skap om formler och identiteter vara
en viktig del av matematikkunnandet.
Vare sig det dr frdga om kvadrerings-
regler eller deriveringsregler, logaritm-
lagar eller trigonometriska formler, s&
férvintas studenterna kunna dem, for-
std dem och kunna hirleda dem. Sada-
na krav existerar inte pd gymnasiet.

- Hijdilpmedel. P4 hogskolan dr minirik-
nare och formelsamlingar ofta inte til-
latna vid prov i de inledande kurserna.
Tanken bakom detta dr bland annat att
utvecklingen av begreppsforstaelse, rik-
nefirdighet och formelkunskap méste
utvecklas i samspel med varandra, och
att manga studenter handikappas i sin
matematiska utveckling av bristande
riknefirdighet. P4 gymnasiet 4r regeln
istillet den motsatta: minirdknare och
formelsamlingar dr nistan alltid tillatna,
och man méter en férestillning om att
formler och berikningar ir hinder som
star i viigen f6r den ritta férstéelsen,
hinder som kan undanré&jas med teknis-
ka hjilpmedel och formelsamlingar.

- Berdkningskomplexitet. Pa hogskolan £6-
rekommer ofta uppgifter som kriver
16sningar i flera steg med icketriviala be-
rikningar. Detta tycks ovanligt pd gym-
nasiet.

L&t oss diskutera synen pé formler lite till.
I analyser av tentamenslésningar observerar
vi pd KTH hur studenter mitt i en 16sning,
synbarligen utan att reflektera, postulerar
en falsk identitet. Var tolkning ir att stu-
denterna pa gymnasiet vid behov brukade
soka efter lampliga formler i sin formelsam-
ling. De blir stéllda utan formelsamlingen:
Férvintas man nu komma ihég alla formler?
Vart intryck ir att studenterna i avsaknad
av formelsamlingen soker i sitt eget minne,
men helt saknar fé6rmaga att skilja en sann
formel frén en falsk. Manga verkar uppfatta
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en potentiell formel lika god som en annan,
om det inte vore for att vissa dr "tillitna”
medan andra dr "férbjudna”.

Hogskolans syn pa saken dr en annan:
Formler ingdr i en konsistent helhet, de kan
hirledas ur varandra och de kan testas, fal-
sifieras eller bevisas. Att kunna de viktigas-
te formlerna utantill ir ingen katekeslixa,
utan ska vara en integrerad, sjilvklar och i
det nirmaste ofrdnkomlig del av ett stérre
kunnande.

Exempel

Nedan visar vi, med hjilp av ett antal exem-
pel fran olika omrdden inom matematiken,
hur de ovan beskrivna skillnaderna kan te

sig.

Rdkning med rationella tal

I kurserna pad hégskolan forutsitts det att
studenten rutinmissigt kan hantera ratio-
nella tal. En typisk uppgift frdn KTHs in-
troduktionskurs 2004 ir

N

Berakna

W=
—

5

I vér gymnasieldrarenkit framkommer det
att manga lirare bedémer att en typisk elev
med ett G i matematik efter Kurs D inte
kan hantera dubbelbrak pd egen hand. Detta
tycks inte heller vara ett prioriterat mal: i de
offentliggjorda drgadngarna (2002 och 2005)
av de nationella proven finns inga uppgifter
som kriver formaga att hantera dubbelbrak
och endast ndgon enstaka uppgift som kré-
ver ens den mest elementira firdigheten i
att addera och multiplicera rationella tal. En
typisk brakuppgift fran de nationella pro-
ven 4r istillet

Placera talen 25, 102 och 0.1 i rutorna sa
att resultatet blir sa stort som mojligt

-0
[

(Kurs A 2005)




Denna uppgift miter taluppfattning och
forstdelse men kriver ingen berikningsfor-
maga alls.

Algebraiska forenklingar
En typisk uppgift i KTHs introduktions-
material dr

a’-ab
a’+ab’

a’+ ab?

Forenkla .
a*-ab®

Gymnasieldrarna r i stort sett eniga om
att detta dr en uppgift som den typiske
G-eleven inte klarar att 16sa pé egen hand
efter avslutade gymnasiestudier.

Uppgifter av motsvarande svarighetsgrad
och komplexitet saknas pé de tva granskade
argdngarna pa nationella proven (méjligen
med undantag for de sista berdkningarna i
den sista uppgiften pad Kurs D-provet frén
2005). En typisk algebrauppgift pa de natio-
nella proven ar

Anvand konjugatregeln och férenkla

a+3
a’-9 .
(Kurs C 2005)

Vid provtillfillet har eleven en formel-
samling innehallande bl a konjugatregeln.

Logaritmer
En typisk KTH-uppgift ar
L6s ekvationen
Inx +In(x+4) =1n(2x+3).

Gymnasieldrarnas bedémning ér att den ty-
piske G-eleven helt saknar férutsittningar
for att 16sa denna uppgift, i bista fall kan
han eller hon f6lja med i en presenterad 15s-
ning , men de flesta lirarna menar att var ty-
piske G-elev saknar férutsittningar dven fér
detta. En elev med starkt VG bedéms kunna
folja en given l6sning, men saknar férmod-
ligen formaga att sjilvstindigt 16sa uppgif-
ten. Denna uppgiftstyp forekommer myck-
et riktigt inte heller alls p& de nationella
proven, dir man istillet hittar begreppspro-
vande uppgifter som

Vilket av féljande tal &r det basta ndrme-
vardet till Ig 80?7

A:0,8 B:09 C:19 D:2,9 E:8,0 F:800
(Kurs C 2002)

eller ett tillvixtproblem som leder till att
man med riknarens hjilp skall bestimma ¢
sd att 95¢%'= 70 (kurs C 2002).

Trigonometri

Ett motsigelsefullt exempel ir trigonome-
tri. Detta r ett omrade som dgnas mycket
tid i gymnasiet, men trots det tycks manga
studenter helt oférberedda pa vad som vin-
tar dem i hogskolan. Kanske kan det flitiga
nyttjandet av minirdknare och formelsam-
ling pd gymnasiet vara forklaringen.

Sankta behorighetskrav

De uttalade férkunskapskraven vid hogsko-
lan i form av behérighetskrav ir ligre an
de krav som undervisningen faktiskt stil-
ler. Den minoritet som precis uppfyller kra-
ven betyg G péd Kurs D tycks f4 mycket stora
problem med det férsta rets matematikstu-
dier. Den sirskilda behérigheten har sinkts
flera gnger det senaste decenniet, antingen
genom medvetna beslut eller som en kon-
sekvens av andra beslut och skeenden, utan
niamnvird anpassning av hégskolans inle-
dande kurser. Vi tinker d& p4 att:

- Nir gymnasieskolan gick fran det rela-
tiva betygssystemet till dagens malre-
laterade betyg dndrades den sirskilda
behérigheten i matematik fér civilin-
genjorsprogram fran betyg 3 till betyg G,
dir G ofta bedéms innefatta dven betyg
2 i det relativa systemet.

- KTH sévil som en rad andra hdgskolor
har sinkt behorighetskravet i matematik
fran Kurs E till Kurs D, en anpassning
till vad som i dag dr obligatoriskt pa det
naturvetenskapliga programmet. Detta
innebir att introduktionen till komplexa
tal, faktorsatsen, polynomdivision och
polynomekvationer liksom till vissa in-
tegrationsmetoder och differentialekva-
tioner har flyttat in i hdgskolans férsta
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kurser, ofta inom samma poingutrym-
me som tidigare.

- En betydande betygsinflation pd gymna-
siet har férindrat innebérden av behé-
righetsvillkoren. Sévil vid KTH (Bran-
dell 2004) som vid Ume& Universitet
(Bylund och Boo 2003) redovisas resultat
som visar att betygsinflationen, mitt med
hogskolornas férkunskapsprov, dr ett helt
steg pd ett halvt decennium: Studenter
med betyg VG presterar idag resultat pa
samma niva som studenter med betyg G
for fem ar sedan.

Slutsatser

Det finns ett stort glapp mellan gymnasiet
och hégskolan i smnet matematik. En stor
och relativt vildefinierad mingd stoff fal-
ler mellan stolarna, dvs ir sddant som inte
kan sidgas ingd i gymnasiets kurser men
som samtidigt av hogskolan uppfattas som
viktiga forkunskaper. Dessutom, och kan-
ske dnnu allvarligare, rdder helt olika syn i
gymnasiet och hogskolan pé vad som kon-
stituerar matematiskt kunnande. Medan
gymnasiet férsdker undvika alltfér kompli-
cerade rikningar for att istillet koncentrera
sig pa begreppsforstielse trycker hdgskolan
hart pd att riknefirdighet ir en forutsdttning
for forstdelse. Medan gymnasiet ser mini-
riknare och formelsamlingar som ett sitt
att 8ka koncentrationen pé begreppsforsta-
else ser hogskolan samma hjilpmedel som
hinder som stdr i vigen fér forstielsen: Om
man inte tvingas rikna och utféra andra
operationer for hand sa forstir man dem
inte, om man inte ser formler som sanning-
ar som kan forstds, hirledas och testas sa
far man aldrig ndgot begrepp om vad de be-
tyder.

Till sist konstaterar vi ocksd att beho-
righetskraven vid hogskolan har sinkts i
flera avseenden under ett antal ar utan att
matematikkurserna har anpassats i till-
ricklig grad. Detta gor att de studenter som
precis uppfyller de formella behérighets-
kraven har mycket svart att klara sig, och
att spridningen i foérkunskaper har okat.
Man skall inte glémma att det ocksd finns
en grupp studenter med goda forkunskaper
och ett stort matematikintresse; fér dessa

ir problemet det omvinda, de inledande
kurserna erbjuder inte tillrickligt med sti-
mulans och utmaningar.

Nagra forslag

- Se 6ver anvindandet av riknare i grund-
skola och gymnasium. Dessa hjilpmedel
bor bara (och ska!) anvindas i situationer
dir forskning och dokumenterad och
beprévad erfarenhet kan visa pa
gynnsamma effekter for inldrning och
begreppsbildning. Idag anvinds
riknaren ofta slentrianmissigt pa ett
sitt som undergriver savil fardighet som
eftertanke.

- Still hogre och tydligare krav i gymna-
siets styrdokument och pé nationella
prov vad giller riknefirdighet
(brakrikning, hantering av rétter och
potenser, algebraiska forenklingar etc),
speciellt for studenter pd gymnasiets
studieférberedande program.

- Utveckla synen pa formler i gymnasiet:
Bort ifrdn formler som en samling
regler som man "far” eller "inte far” an-
vinda och mot en syn pa formler som
ndgot som gar att begripa, testa,
falsifiera eller bevisa. Formler som tex
kvadreringsreglerna eller trigonometriska
ettan ska man kunna, vem &r hjilpt av
att leta efter dem i sin formelsamling?

- Utveckla dialog och méten mellan ldrare
pa gymnasiet och pd hogskolan.

- Hogskolan méste hélla sig ajour med
utveckling pd gymnasiet, och utforma
sin inledande undervisning utifran
studenternas reella férkunskaper .

- Hogskolan maéste ta ansvar for en
breddad rekrytering. Det kanske innebir
att man far differentiera de nya
studenterna efter studiebakgrund och
forkunskaper, och att de som behéver
ges méjligheter, ekonomiska savil som
organisatoriska, att 4gna mer studietid
at de grundliaggande matematikkurserna
pa hogskolan.

- Vi efterlyser ocksa forskning pa vad det
innebir att trining i grundlidggande rik-
nefirdighet skjuts hdgre upp i dldrarna.
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Det #r vilbekant att sprakinlidrning sker
ojamforligt bist i unga ar; det ir inte helt
otroligt att ndgot liknande giller f6r
matematisk fardighet. Till bilden hor
ocksa att vardagen idag, tack vare till-
gangen péa riknare, bjuder pé betydligt
mindre riknetrining jamfért med tidi-
gare.
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