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Taluppfattning i heterogena
elevgrupper

Idenna artikel presenteras en uppgiftsdesign som syftar till att utveckla elevers
uppfattning av naturliga och rationella tal. Uppgifterna har anvants i grupper
med stora inbordes skillnader i elevernas saval matematisk som sprakliga
utveckling. Uppgifterna visade sig stimulera matematiska diskussioner i de
heterogena elevgrupperna.

Skolan kallas av personal och elever for interkulturell och med det

menar vi att vi berikar varandra och att vi tillsammans skapar nigot
nytt. Med inkludering menar vi att vi lir tillsammans och att véra olikheter
ir en tillgdng. Eleverna i vara grupper visar stora skillnader i sina matematiska
formégor och befinner sig pa olika utvecklingsniva vad giller det svenska
spraket. Att utveckla matematiska férmagor utifrdn traditionellt tyst indi-
viduellt arbete har inte lyckats sirskilt vil. Gemensamma diskussioner och
gemensam problemldsning har visat sig vara en mer framkomlig vig. Vi ska
hir ta en titt pd en uppgiftsdesign som vi utprovat och anviint under lektio-
ner med elever i drskurs 1-4.

Grundtanken till uppgifterna har himtats fran ett ryskt matematikdidak-
tiskt program utvecklat av Daniil Elkonin och Vasily Davydov. Jag ska hir for-
soka beskriva uppgifterna och grundtanken for designen av dem. Uppgifterna
ir diskussionsuppgifter som gestaltas i helklass dir liraren ir diskussionsle-
dare. Syftet med diskussionerna ir inte att liraren ska serva med instruktioner
eller tillfora 16sningar som eleverna sedan kan hirma i sitt eget arbete. Syftet dr
i stillet att leda arbetet i klassrummet genom att stimulera gemensamma dis-
kussioner dir eleverna ges mojlighet att reflektera dver och diskutera det mate-
matiska innehall som synliggors. Diskussionerna ir mojliga genom att eleverna
erbjuds olika matematikspecifika redskap som tillsammans med de problem
som uppgifterna innehaller synliggdr ett matematiskt innehall. Vi har sett
att de redskap som anvinds i uppgifterna ger eleverna mojlighet att diskutera
bade sina egna och sina klasskamraters 16sningsforslag.

De uppgifter vi har arbetat med handlar om taluppfattning av hela och
rationella tal. Det matematiska innehillet varieras och gors dirmed tydligt och
synligt for eleverna. Utdver arbetet med dessa uppgifter arbetar vi som vanligt
med att ramsrikna och operera med de hela talen for att dirifran ga till att
arbeta med delar av helheter. Men hur kan man designa en gemensam praktik
for de olika talomriddena? Tanken ir att eleverna ska arbeta med uppgifter
dir olika kvantiteter sisom lingder, areor och volymer jaimfors. Att jimfora
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kvantiteter dr ett av talens ursprungliga anvindningsomriden och synliggor
behovet av bide hela och rationella tal. Kvantiteterna representeras med hjilp
av algebraiska symboler och linjer.

Vi jamfor langder
I de inledande uppgifterna som genomférdes i de forsta skolaren jimforde vi

lingder, se exemplet i figuren nedan. Helheten A jimfoérs med delarna X och B.
Akan dirfor uttryckas med B och X.

A

Jamforelsen A =B+ X Modellen A=B+ X

Hir jimfors de olika lingderna med modellen A = B+ X dir B kan uttryckas som
B=A-Xoch Xkan uttryckassom X = A — B.For attarbetamed dessa jimforelser
fick elevernaiuppgiftattlosa problemet "Hur kan vi gdralika?”. Cuisenairestavar,
ett material som Gudrun Malmer introducerade i svensk matematikunder-
visning under 1900-talets sista drtionden, anvindes med stor framging i detta
arbete. Nedan ser vi elevarbeten fran arskurs 1 diir de anvint modellen ovan for
att jaimfora olika lingder och for att konstruera likheter.

Tvd elevarbeten: Q=A+Noch L=B+R+W

Nir detir dags att arbetamed utvidgad taluppfattning iir tanken att A uttrycks
med endast en annan mitenhet. A kan exempelvis jimforas med en mitenhet
som ir U lang.

Jimforelsen A=x-U

Hir bestdr A av ett antal U. Sambandet mellan A och U kan anges med
uttrycket A = x - U, diir x dr antalet mitenheter av U som behdvs for att miita
A. Jimforelsen dir en och samma stav anvinds som mitenhet visar pi ett
multiplikativt forhallande mellan A och U.
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For de yngsta eleverna bestar antalet U alltid av ett heltal. Aven hiir pas-
sar Cuisenairestavarna utmirkt. Vilka jimforelser kan eleverna genom-
fora som foljer modellen A = x - U? I bilden till vinster visas ett elevarbete
fran drskurs 2. Hir ir enheten 7, vilket innebir att avstdinden mellan mar-
keringarna pé tallinjen &r r-5avstand, det vill siga 5r utgor O.

B S

Foremal blir matenheter

Arbetet i vara klasser fortsatte med jimforelser av lingder med annat
material in Cuisenairestavar. I ett férsta steg anviinde eleverna pennan for
att mita binklockets lingd och dérrens bredd. Eleverna fick sedan reflek-
tera dver varfor det blev olika svar i klassen. Eleverna diskuterade sig fram
till att pennorna var olika langa. Liraren fick hiir vara noga med frigorna:
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"Vad var det du mitte? Vilken mitenhet anvinde du? Hur gor man nir

Elevarbete: 0=51  1an miiter?” Malet ir att eleverna reflekterar éver att man ir noga med
att mittet ligger kant i kant och att man méiste bérja pd samma stiille om man
anvinder en del av ett ting som mitenhet. Nir man miter volym méste man
vara noga med att fylla mitenheten lika varje ging. Direfter provade eleverna
vad man kan anvinda som matt. Kan man anvinda ett popcorn eller ett sudd-
gummi? Eleverna diskuterade frigor som "Kan man byta mitenhet under tiden
som man jimfor saker?”. Eleverna resonerade kring vilken bok som iir bredast;
en bok som ir tio popcorn eller en bok som ir elva suddgummi? Direfter blev
eleverna ombedda att jimfora bredden pa binken med hjden av dérren. Hur
skulle det kunna g till? Eleverna avgjorde att man maste anvinda nigon form
av mitredskap. En pappersremsa som representation av binken fick utgora
mitenheten. I en tvia representerade eleverna istillet de objekt som de skulle
jamfora, hojden av dorren och lingden av diskbinken, med pappersremsor for
att ta dessa representationer till sin arbetsplats. En elev uttryckte:

Nu kan vi jamfora hur mdanga BLS (symbolen for binklockssida)
som far plats i D (dirren).

Nagra elever kom pd att de kunde mita med linjaler och nagra att de kunde
miita med antalet steg. Ingdende diskussioner uppstod om varfor svaren varie-
rade. Eleverna kom fram till att de grupper som mitt med linjalerna eller anta-
let steg inte kunde ange D med enheten BLS. De var tvungna att anvinda
nigon annan enhet. Nir eleverna anviinde linjalerna mitte nigon grupp anta-
let linjaler och en annan grupp anvinde enheten cm som fanns pa linjalen. Vad
innebar det for viirdet pa X i modellen D= X BLS? Nya samtal startade om vad
som var mitenhet och vad som avbildats. Liraren fortsatte diskussionen med
"Hur kan vi mita 2D? Méste vi mita dessa tvd dorrar om vi vet vad 1 D dr? Om
viskamita 10 D, eller om vi ska mita 100 D?”

For att generalisera behovet av mitenheter rekommenderas att eleverna dven
mdter volym som kvantitet. De forsta dvningarna med jimforelse av volymer
bestod i vira klasser av att eleverna diskuterade hur man kan jimfora och gora
volymen i olika burkar lika. Hir diskuterade vi "Vad ir lika? Vad ir olika? Hur
kan man gora lika?”. Overst pa nista sida syns ett elevarbete fran arskurs 1.

I diskussionerna anvinde vi ord och begrepp for jimforelser av volymer,
exempelvis mer, mindre, mycket, lika, olika, lite, nistan fullt, nistan tomt,
halvfullt, fullt inda upp osv. Elever med andra modersmal in svenska hjilpte
varandra att beskriva och finna innebérd i dessa ord.

10  NAMNAREN NR1-2016



Elevarbete: Vad dr olika? Vad dr lika?

Vi hade inte ndgot sprakstdd nirvarande under lektionerna, utan det var de
matematikspecifika redskapen: volymjimforelserna, symbolerna, orden och
begreppen som utgjorde stdd i diskussionerna.

Burkar, volymer och resonemang

Arbetet fortsatte med en uppgift dir en stor burk fylldes med vatten med hjilp
av en mindre burk. Den stora burken benimndes med A och den lilla burken
med b. Burken A kunde fyllas med vattnet fran fyra burkar b. Detta formulera-
des A=4bellermed ord ’det gar fyrabpa en A”, vilket ocksa kan skrivas om som
A/b =4. Samma burk A fylldes direfter fran en innu mindre burk ¢. Burken A
kunde d3 fyllas med atta burkar c. Detta kan formuleras A =8¢ eller A/c=8.
Eleverna fick direfter diskutera tva fragestillningar kring dessa jimforelser:

1. Varfor ger A/c ettstorre tal in A/b. (Mitenheten dr mindre, dirfor gir det
fler sidana enheter i burken A))

2. Omnu talet A/c var dubbelt s3 stort som A/b, hur stor var da bi jaimforelse
med ¢? Eleverna bor komma fram till resultatet dubbelt s3 stor.

Ett nytt scenario presenterades for eleverna. En dnnu mindre burk d anvindes
for att fylla pd A. Den burken var en fjirdedel s stor som den forsta burken b.
Ar det nddvindigt att mita for att se hur burkar d som nu behavs for att fylla
A? Eleverna kommer fram till att nej, det ir det inte. Hur minga sddana burkar
d behovs da for att fylla A? I en gemensam diskussion kom eleverna fram till
att det maste vara 16 burkar. Hur kan vi allts3 beskriva A? Alla olika siitt vi kan
beskriva A pa summeras till: A=4b=8c=16d.

Fran hela till rationella tal

Arbetet att utveckla taluppfattningen fortsatte direfter i ett andra steg. I de
jimforelser vi hittills arbetat med gick mittet alltid ett jimnt antal ginger i
objektet som skulle miitas, dvs A/u var alltid ett heltal. I det fortsatta arbetet
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utvecklas de kvantiteter som ska jimforas pa ett sidant siitt att de inte gar
jaimnt upp i varandra. Naturligtvis intriffar det att jimforelser inte gar jimnt
upp, men det fir inte nigon storre uppmirksamhet forrin det dr dags att disku-
tera rationella tal. Eleverna forsattes i situationer diir de utmanades att ange ett
mitresultat for jimforelser dir en lingd, volym, vikt eller area ska anges exakt
med en och endast en mitenhet. Ett sitt att ta fram uppgifter tillsammans
med eleverna ir att anvinda sig av Cuisenairestavar. Eleverna konstruerar
inledningsvis egna jimforelser, och forr eller senare kommer de fram till jim-
forelser som de inte kan ange ett mitresultat for. Vira elever ville forst undvika
dessa jaimforelser genom att justera uppgiften. Men de fick inte indra miten-
het for att gora det moiligt att ange miitresultatet. Elevernas fragor och reflek-
tioner om de egna jimforelserna blev utgingspunkt for det fortsatta arbetet:
"Det hiir gir inte. Det ir nigot ni maste lira oss. Det dr ndgot vi inte kan innu.”

En viktig process blev att tillsammans med eleverna identifiera problemet
istillet for att undvika det. Vad skiljer detta problem fran de tidigare? For att
ange ett mitresultat for jimforelserna behovde vi ta hjilp av flera olika mate-
matikspecifika redskap. Bland annat ’en liten bit till’ av den sista mitenheten.
Hur kan vi representera denna 'lilla bit till’ for att fa ett exakt mitresultat? Hur
vi arbetade med att utveckla modeller for att ange rationella tal ryms inte i
denna beskrivning utan kommer i en uppfoljande artikel.

Sammanfattningsvis sig vi att de uppgifter vi designade utifrdn Elkonin
och Davydovs matematikdidaktiska program erbjod eleverna mojligheter att
utveckla taluppfattning i de diskussioner som gestaltades i klassrummet. Det
blev mojligt att urskilja aspekter av naturliga tal i steg ett och att urskilja aspek-
ter av rationella tal i steg tvd. Diskussionerna stoddes av jimforelser mellan
olika kvantiteter, de matematiska modellerna, de algebraiska symbolerna, tal-
linjer samt dmmnesspecifika ord och begrepp. Uppgifterna gjorde det mojligt
att diskutera att

o en kvantitet kan beskrivas pa olika sitt

<o

jaimforelser kan redovisas med symboler i form av bokstiver eller siffror

<o

olika enheter fér en och samma kvantitet ger olika storheter
o en kvantitet kan anges p4 en tallinje.

I det fortsatta arbetet nir vi arbetade med rationella tal var det iven mojligt att
diskutera att

o tre enheter kan behovas for att diskutera ett tal: ett objekt som ska mitas,
mitenheten som objektet mits med samt den mindre enheten som
mitenheten delasi

o rationella tal och tal i brikform kan vara tal pa en tallinje
o rationella tal finns mellan tva hela tal
o rationella tal innehaller bide multiplikativa och additiva tankestrukturer.

De matematiska diskussionerna var mojliga i grupper med elever som
visat olika forutsittningar att knyta an till tidigare kunskaper i matema-
tik och dir eleverna har olika forutsittningar att anvinda det gemensamma
undervisningsspraket.

For den som vill fordjupa sig finns Helena Erikssons
licentiatuppsats fritt tillganglig som pdf.
Lank till uppsatsen finner du pa Néamnaren pa natet.
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