Thomas Martinsson

Symmetri — skdn matematik
for manga sinnen

Symmetri forekommer inom bilder och att skapa symmetriska bilder kan
berika undervisningen i matematik. Med hjalp av bilderna kan forstaelsen
Oka. | denna artikel behandlas ndgra symmetrier i bilder.

En forskare kan anvinda begreppet algebraiska grupper for att studera

symmetrier, medan en 7-aring kan iakttafotsparenisanden vid ging, jim-
fotahopp etc. Symmetri finner vi dverallt omkring oss. Att hitta symmetrier
eller att skapa dem i egna bilder ir ett bra sitt att fi struktur och underlitta for
hjirnan att minnas bilden och "forstd” den. De kan ocksé bara vara vackra att
titta pd. Manga dekorationer bygger p4 olika slag av symmetri. Symmetrier ir
en form av monster som kan ge upphov till mdnga matematiska tankar. Vackra
men ocksd intressanta illustrationer av symmetrier kan man géra med hijilp av
OH-ark och en kopiator eller med hjilp av dator.

f ; ymmetri ir ett begrepp, som kan berika matematikstudierna i alla dldrar.

Symmetrier i en cirkel

Om man tittar pa bilderna ovan s har de nigot olika typ av symmetri. Bida har
egenskapen att om man vrider medurs ett tredjedels varv runt centrum sa gar
béida bilderna 6ver i sig sjilva. Den hogra bilden har dessutom en spegelsymme-
tri efter en lodrit linje genom centrum. Du hittar nog tvé spegellinjer till.

Men vad ir en symmetri egentligen? Rent praktiskt kan vi illustrera det sa
hir. Gor en kopia av en bild pa ett OH-ark och forsdk placera denna pa nigot
sitt si att den exakt ticker den ursprungliga bilden. Det ir tillatet att viinda
pa arket. Sjilvklart kan man alltid ligga kopian pd OH-arket precis ver den
ursprungliga bilden, men om det finns ytterligare sitt att placera kopian sé att
den ticker bilden si har man en symmetri. Over den vinstra bilden kan vi ligga
OH-arket p3 tre olika sitt, nimligen vridet 0°,120° och 240°. T den higra kan
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man férutom de tre vridningarna vinda pa arket och gora tre olika vridningar.
Totalt har man d4 sex olika ligen diir vi kan placera kopian exakt dver bilden.

Varje punktibildenflyttas till ett nytt lige, dvs liget fér motsvarande punkt
pa OH-arket. For vissa punkter ir det nya liget detsamma som det ursprung-
liga. Sddana punkter kallas fixpunkter. Hir ir cirkelns centrum alltid en fix-
punkt. Speglar vi den hogra bilden i den lodrita linjen dvs vinder pd OH-arket
utan att vrida det sd dr alla punkter pé lodlinjen fixpunkter. Vad som ir viktigt
hir ir att avstdndet mellan tva punkter alltid &r detsamma pad OH-arket som pa
den ursprungliga bilden och detta giller for alla par av punkter. Matematiskt
kallas detta en isometrisk avbildning.

L4t oss gora en enkel bild med symmetri i en cirkel. Cirkeln behéver vi inte
rita ut om vi inte vill. Den #r bara till for att begriinsa bilden sa den far plats pa
pappret. Rita en bild, tex en halv fjiril. Gor sedan en spegelbild av den och siitt
ihop delarna. P4 detta siitt far vi en enkel symmetri, dir det bara finns tva sitt
att placera en OH-kopia éver bilden s3 att den exakt ticker bilden.

Ritad bild Speglad kopia Symmetribild

Tapetbarder

I stiillet for att begrinsa monstret med en cirkel kan man bestimma att monst-
ret ska finnas mellan tva vagrita linjer. Exempel pa sddana symmetrier hittar
man pa tapetbirder. Ett annat exempel ir fotspar i sno eller sand. Vilka sym-
metrier kan vi hitta hir? Nir man trycker en tapetbird upprepas motivet for
varje varv som tryckrullen gor. Vi kallar den minsta delen av barden som tryck-
rullen maste innehélla for att kunna trycka hela barden for mdnsterrepetitio-
nen. Detta ger den enklaste symmetrin av alla: samma figur upprepas med ett
bestimt avstind. Eftersom vi ska hélla oss mellan linjerna kan vi endast flyttai
en riktning, vagritt. Alla punkter flyttas en bestimd vagrit stricka. I matema-
tiken kallas detta for en translation eller parallellforflytining.

Man kan illustrera denna symmetri genom att hoppa pa en fot rakt fram pa
en sandstrand eller i snd (d4 helst med skor pa).




GOr en bild med enkel symmetri

Lat eleverna rita enkla bilder. Kopiera varje bild pa ett OH-ark.
Kopiera bade rattvant och spegelvant. Klipp ut delarna och klistra ihop
dem intill varandra. Har man inte tillgang till en kopiator kan man lagga
ett OH-ark 6ver bilden och kopiera foér hand.

Det gar ocksa att rita med dator. | programmet Word finns kom-
mandon for kopiering, spegling, vridning osv. Ett tips ar att markera
hela bilden och vdlja Rita --> Grupperainnan man kopierar, speglar etc.

Lek sedan vidare och gor t ex tre kopior och forma bilden nedan.

Man kan vélja att rotera 180° 120° 90°, 72°, 60°, osv men det maste alltid
vara en heltalsdel av ett helt varv, annars sparar det ur, och gradskiva
rekommenderas. Det finns manga majliga kombinationer men arbe-
tar man i Word ar det bast att bara vrida 180° eller 90°. Annars far man
forsoka att vrida pa fri hand och matta in tex 120°,

Nér bilden ar fardig kan man undersoka vilka typer av symmetrier det
finns genom att bestdmma pa hur manga olika satt en OH-kopia kan
tankas placeras 6ver bilden.

Undersdk ocksd symmetrierna pa navkapslar pd bilar. Bilder pd sadana
kan man hitta pa Internet.

Man behover bara utgi fran bilden av en ménsterrepetition, dvs det inom den
streckade rektangeln, for att kunna skapa hela birden. Om vi tinker oss en bild
av spéret eller tapetbdrden som upprepar sig langt at savil hoger som &t vin-
ster sd kan vi terigen beskriva symmetrin genom att tinka oss en OH-kopia
av monstret. Flyttar vi OH-remsan ett eller flera steg it viinster eller hoger s&
ticker den dter vart monster exakt. I praktiken blir det lite fel i indarna. Men vi
kan alltid i tanken forestilla oss att mdnstret dr andlost 4t bada hill och att bil-
den bara ir en del av hela monstret. Vi kan jimfora med tallinjen som inte har
nagot slut &t ndgot hall och att vi alltid bara ritar en del av den.
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Fler symmetrier pa rad

Vridningar: Om vi haller oss mellan tva végrita linjer kan vi bara vrida 180°,
annars ramlar vi utanfor linjerna. Detta kan man illustrera genom att hoppa
pa en fot och snurra ett halvt varv mellan varje hopp. Det kriver god balans
eller hjilp av en stddjande kamrat. Men det finns ett nigot enklare sitt att gora
detta spar, isanden.

Hir dr monsterrepetitionen tva fétter men pa grund av symmetrin behover
man bara utgd frin halva monsterrepetitionen for att skapa hela monstret.
Aven hir ticker en OH-kopia exakt hela ménstret om vi vrider den ett halvt
varv runt en punkt mitt mellan tva stortdr eller mellan tva hilar,

Speglingar: Vi kan spegla lodritt eller vagriitt utan att ramla utanfér linjerna.
Viagrit spegling fair man om man hoppar jimfota.

Aven hir behdver man bara halva ménsterrepetitionen for att skapa hela
monstret. Om vi undersdker med var OH-kopia ticks monstret om vi ocksi
vinder pd den.

Lodriit spegling fir man om man vrider sig ett halvt varv mellan hoppen
och samtidigt byter fot hela tiden. Detta ir inte litt att gdra i verkligheten.

Nu miste vi vinda p& var OH-kopia sd att hoger och vinster sida byter plats
och sedan kan vi ticka monstret.

Kombinationer: Om man speglar bide lodritt och vigritt behéver man bara
en fjirdedel av monsterrepetitionen for att skapa den och sedan upprepa 4t
vinster och hoger. Detta kan illustreras av jimfotahopp med vridning mellan
varje hopp.

Hir kan vi vinda OH-kopian pa bida de sitt vi gjorde ovan. Men vi kan ocksa
vrida den ett halvt vary, s vi har dven vridningssymmetri. Kombinerar vi sym-
metri med vridning och spegling lodritt far vi pa kdpet dven symmetri med
végrit spegling och vice versa.
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Finns det fler mojligheter? Ja det gor det, for innu har vi inte berort vanliga fot-
spar utan hopp och vridningar. Vilken symmetri har vanliga fotspar? Jo, det ir
en kombination med vagrit spegling och translation.

Om man kopierar vinstra halvan av monsterrepetitionen, speglar véigritt och
flyttar ett halvt monstersteg at hoger (eller vinster) si fir vi hela monster-
repetitionen. Hiir ir det korta steg lings en riit linje (som vid ett nykterhetstest)
men det fungerar pi samma vis om man gir som vanligt. Denna kombination
av spegling och forskjutning kallas glidreflektion.

Slutligen kan man kombinera en glidreflektion och lodrit spegling och fa
ett monster som detta. Det gor man i praktiken enklast genom att gi som van-
ligt och sedan vinda om och g3 tillbaka mellan de tidigare sparen.

Hir ricker det att ha en fjirdedel av ménsterrepetitionen for att skapa hela
monstret.

Man kan visa att dessa sju olika typer av symmetrier ir de enda som &ver-
for en (odndligt) ling bird pa sig sjilv. Monstret skapas av hela, halva respek-
tive en fjirdedel av monsterrepetitionen. I dessa exempel ir det en vinsterfot
men den kan bytas ut mot vilken rektangulir bild som helst. Aven hiir kan man
arbeta med OH-ark och kopiator eller med dator for att gdra egna barder med
nigon av symmetrityperna.

Tapetmonster

Om man inte begrinsar sig till symmetrier inom ett band eller en cirkel fir man
symmetrier dver hela planet. Dessa kallas ofta fér tapetménster. DA finns fler
mdjligheter, tex vridning ett tredjedels- eller fjirdedels varv och totalt finns
det 17 olika sorters symmetrier i planet.

Mer om de totalt 17 olika symmetrierna i planet finns att ldsa i Frode
Rennings artikel Symmetrier i islamiska ménster, sid 12-19.

Pa Namnaren pa natet finns artikeln Matematikk og ornamentikk — opplegg
for grunnskolen. Nils Kr. Rossing, Skolelaboratoriet vid NTNU/Vitensenteret i
Trondheim beskriver dar ett antal aktiviteter for klassrummet som anknyter
tillinnehallet i Thomas Martinssons artikel. Se ocksa:
www.viten.ntnu.no/matematikk.php
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