Maria Alkhede & Camilla Bjorklund

Strumpor, symboler och strukturer

— algebra i forskolan och i forskoleklassen

Matematik har sedan revideringen av forskolans laroplan varit ett framtradande
innehall i forskolan, men malet for larande och hur undervisningen iscensatts
aren 6ppen fraga. Forfattarna tar algebra som exempel pad matematikinnehall
i forskolan och forskoleklassen och menar att det ar viktigt att forst narma
sig innehdllet och fraga sig vad algebra innebar for yngre barn, for att vidare
forvalta och utveckla deras begynnande fardigheter.

vara bra for? Citatet ir fiktivt men speglar en forekommande bild av alge-

bra som nigot som inte berdr yngre barn och dirfor inte har en roll som
innehall i pedagogisk verksamhet fér dem. Uppfattningen kan ha sin grund i
att forskollirare inte dr matematiklirare, de ir snarare generalister med ansvar
for att varje barn bereds mojlighet att utvecklas inom alla kunskapsomraden —
och dirtilli en tematisk verksamhet som ska vara malorienterad samtidigt som
deniir lekbaserad och lirandet ska ske i integrerade helheter.

Specialiserad kunskap inom olika matematikomriden ir dirfor inte ndgot
som forvintas av forskollirare, iven om manga goda exempel ocksa finns dir
forskollirare utvecklat sin matematikdidaktiska kompetens antingen av eget
intresse eller inspirerade av tex kollegor i grundskolan eller matematikutveck-
lare i kommunen. Samtidigt vet vi frin forskning att barns grundliggande fér-
digheter och sirskilt forstaelse for samband och principer ir viktiga som grund
i skolans matematikundervisning, varfor arbetet med dessa grunder ir néd-
vindiga att synliggora redan tidigt. I den hir artikeln vill vi bidra till att belysa
hur algebra, som ett exempel pd matematikinnehill i férskolan och forskole-
klassen, kan forstas och utgora ett innehill {or lirande. Vi vill med andra ord
bryta forestillningen om att yngre barn inte ska befatta sig med algebra och
lyfta fram hur lirandet kan berikas av ett férdjupat matematikinnehall som i
hogsta grad dr en nddvindighet dven for de yngstai vart utbildningssystem.

-’ nte ska vil smabarn syssla med ndgot sd svdrt som algebra — vad skulle det

Hur forstar vi algebra?

[ Algebra for alla kan vi lisa att algebra ir ett verktyg for tinkande som moj-
liggor for barn att upptiicka enkelheten och strukturen i komplexa samman-
hang, samt generalitet ur specifika fall. Mer explicit ir algebra, enligt Zalman
Usiskin, ett problemlosningsverktyg, generaliserad aritmetik samt studier av
samband och struktur. Algebra ingir dirmed i manga avancerade matematiska
sammanhang, vilket kan gora det svirt att tinka att algebra berdr yngre barn.
Vi menar att algebra mycket vil kan omfatta ocksa yngre barns kunnande och
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firdigheter, i och med att "komplexa sammanhang” iir relativt den som erfar
sammanhanget. Fér en fyradring ir ssmmanhang dir man dubblerar och halv-
erar komplexa, medan éldre skolbarn férhoppningsvis med litthet hanterar
och generaliserar innebérden av hilften och dubbelt.

For att forsté algebra for yngre barn beskrivs det ibland ur ett progressivt
kunskapsperspektiv, dir innehallet bryts neriabstraktionsnivier. Si kallad pre-
algebra handlar om att hitta monster och sdka strukturer i sdvil geometri som
tal och studerasamband till exempel i innebdrden av likhetstecknet. Inledande
algebra kan sigas innefatta att arbeta med symboler eller bokstiiver som repre-
sentationer for det obekanta. En fullt utvecklad algebra forutsitter dven for-
mégor att dversitta frin konkreta hindelser till symboler och formella uttryck
samt att urskilja strukturer som kan férenkla uttrycken. Dirfor kan barn som
saknar undervisning om formella uttryck och det matematiska symbolspriket
inte heller forviintas hantera algebra fullt ut. I fortsittningen viljer vi att prata
om algebra men bir med oss att vi i férskolan och forskoleklassen arbetar med

barns mest grundliggande firdigheter och formégor

Al la mOTlSteT aT inom det algebraiska kunskapsinnehillet.

Grundliggande principer som att en symbol kan

nte mal’ematiSka representera nagot konkret ir inte en sjilvklarhet for

4 NAMNAREN NR1-2017

allaforskolebarn. Fyradringen riknar med litthet anta-
let ljus pa tartan, men kan ha svarigheter att se hur fingrar eller streck pa ett
papper kan riknas istillet for ljusen som kanske inte finns tillgingliga utan bara
ingdr i ett muntligt presenterat tirtproblem. Men vi kan ocks se yngre barn
hantera grundliggande idéer av monster och skapa egna symboler, som néd-
vindiga aspekter av algebraisk formaga. Algebra beskrivs ibland nigot missvis-
ande som "bokstavsrikning” men i synnerhet nir vi pratar om algebra i forskola
och forskoleklass kunde man hellre nirma sig algebra genom andra symboler
och fainga upp vad symboler kan betyda och i vilka sammanhang de anviinds.
Algebra ir inte framskrivet i liroplanen for férskolan, men vi kan lisa att
barn ska ges mojligheter att utvecklasina formagor att urskilja, uttrycka, under-
soka och anvinda matematiska begrepp och samband mellan begrepp, samt
attundersoka, reflektera dver och prova olika losningar av egna och andras pro-
blemstillningar, samt fora och folja resonemang. I forskoleklassens liroplan
frén 2016 skrivs diremot monster fram som del i ett centralt innehall utéver
problemldsning, uttrycksformer och tals egenskaper. Hir finns ocksd anled-
ning att knyta an till avsnittet om algebra for 4k 1-3, diir "matematiska likhe-
ter och likhetstecknets betydelse” nimns uttryckligen, samt "hur enkla mons-
ter i talfoljder och enkla geometriska monster kan konstrueras, beskrivas och
uttryckas.” Steget fran forskolans till skolans algebra fir dirmed inte alls sa stort.

Hur algebra blir ett innehall for yngre barns larande

I Learning concepts through the history of mathematics: The case of symbo-
lic algebra definierar Albrecht Heeffer algebra som ett analytiskt redskap for
att losa problem dér man ersitter en obekant mingd med generella abstrakta
enheter, till exempel bokstiver eller figurer. Tinker vi algebra i de hir ter-
merna blir kopplingen till moénster tydlig i och med idén om en struktur som
man kan urskilja och dessutom forutsiga fortsittning pa. Hir dr det dock pa
sin plats att lyfta en vanligt forekommande missuppfattning: alla monster ir
inte matematiska monster!




I en forskoleklass pratade barn och lirare om monster pa sin dagliga samling.
Barnen kom att tinka pa sina strumpor och liraren frigade vem som hade lik-
nande monster och de fann bade randiga och prickiga strumpor bland barnen.
Man kan vil siga att liraren fingade upp den vardagliga forestillningen om
monster, det vill siga former och firger som ofta forekommer pé klider, dir
tekniker for att viiva tyg eller sticka strumpor inbjuder till en regelbundenhet
av rinder, prickar eller firgkombinationer. Férutsittningen for att forstd idén
med matematiska monster torde ligga i att urskilja likheter och skillnader i det
vi kallar monster, sdsom niir en flicka tittar pa sin klinning med olika figurer
och letar efter en viss figur, var den kommer igen och igen pa tyget. Men innu
pratar barnen och liraren inte om matematiska monster. Barnen évergar till att
sortera lika stora knappar i tva olika firger och plétsligt dppnas mojligheten att
synliggtra vad det iir som gor att det blir ett monster: ndgon del upprepas pé ett
visst sitt och det gor att de kan férutse hur monstret ska se ut. De matematiska
aspekterna av monster tillats framtriida, vilket var mycket svart att urskilja nir
allt mojligt varierade: strumpor, sockor, klinningar och former, firger och rin-
dernas tjocklek.

Nir vi pratar om monster som grund for en mer utvecklad algebraisk for-
stdelse, innebir det att vergd fran att prata om specifika delar till att urskilja
och generalisera samband. Enligt Luis Radford utvecklas inte den féormagan
spontant utan forutsitter att en lirare introducerar principer for att uppticka
och generalisera dessa samband. Aven om man ofta arbetar med monster som
forstudier till algebra, blir monstren litt kvar i det konkreta utforskandet. Det
konkreta utforskandet ir i sigen nddvindighet for att uppticka idéer om regel-
bundenhet och som kanske med nédvindighet behdver upptiickas visuellt av
de flesta barn innan det kan begripas som en abstrakt idé.

Maonster och generaliseringar

Att uppticka, undersdka och skapa monster ir enligt manga matematikdi-
daktiker ett betydelsefullt innehall i matematikundervisning. Kanske for att
monster ofta forekommer i vardagliga ssmmanhang, men for att kopplingen
till algebra ska bli synlig bor fokus liggas pa de strukturer som kan urskiljas
i monstren. Algebra handlar pd s3 sitt om att dversiitta det konkreta och att
generalisera. [ Algebra for alla beskrivs tre faser i arbete med algebra diir

o det forsta iir gversdtining — en hiindelse dversitts till ett uttryck med
symboler

o sedan omskrivning — uttrycket bearbetas och forenklas

o slutligen tolkning — uttrycket tolkas till vanligt sprik och forstas som en
16sning pa ett problem.

Bland yngre barn kan detta forstas pa foljande sitt: ett monster dir varannan
snicka har olika form kan "6versittas” med tva firger pa klossar som ordnas
enligt samma regel — varannan. Oversittningen blir ocks3 en forenkling dir
idén om varannan littare ses och férklaras nir de ursprungliga snickornas ore-
gelbundna former och nyanser i firg och storlek forbises. Férenklingen rik-
tar uppmirksamheten mot regeln och gor det mojligt att tolka och tillimpa
samma generaliserade idé i vilka ssmmanhang som helst. Konkreta material
visualiserar regelbundenheter som annars kan vara svira att urskilja, men ocksd
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i det konkreta kan olika samband std i férgrunden eller i bakgrunden. Vilket
star dd i forgrunden och ir relevant for den problemlsning man aktualiserar? I
ett forskoleklassprojekt dir man arbetade med monster uttryckte ett barn att
han och kompisen hade gjort likadana monster av gummi-kameler, men kom-
pisen protesterade: den ena hade gjort en rad av roda och bla kameler i ord-
ningen R-B-R-B-R-B i samma storlek, medan den andra hade gjort en rad av
rdda och gula kameler diir bide storlek och firg varierade i ordningen r-G-r-G-
r-G. Barnets protest grundade sig i att han urskilde storleken som del i regeln
medan kompisen inte alls hade beaktat storleken, iven om det var en synlig
del av monstret. Samtidigt var bida barnen dverens om att firgkombinationen
"varannan” var likadan for deras bida monster iven om de anvinde olika firger.
Hur samband urskiljs och uttrycks blir dirfor en betydelsefull insikt for att for-
std den generaliserande aspekten av monster.

Kameler pd rad med olika varianter av regelbundenhet.

Med stéd av Ferdinand Rivera hivdar vi att strukturer och samband kan upp-
mirksammas av savil yngre som ildre barn, men det tar sig ofta olika uttryck,
dir konkreta monster och algebraiska uttryck kan ses som tva ytterligheter. Pa
foljande bild har Vidar pa eget initiativ skapat ett monster av siffersymboler
han tryckt fram p& miniriknaren. Som vuxna urskiljer vi andra regelbunden-
heter in barnet och kan se olika sitt att tolka monstret. Fér yngre barn ir utma-
ningen att konstruera egna monster ofta stor eftersom barnet behdver skapa en
idé som inbegriper ett samband mellan delar och upprepa samma sammansiitt-
ning av delar. For de allra yngsta barnen i férskolan ir sortering och kategorise-
ring — att urskilja likheter och olikhe-
ter — utmaning nog, men samtidigt en
forutsittning for att bestimma regler
nir man konstruerar monster.

Vidar, 4 dr, siger att han har slagit

in ett "monster pd miniriknaren” —
han uttrycker sjilv inget matematiskt
samband mellan talen som syns i
skirmen, dven om det ocksd hade
kunnat uppmdrksammas, men grafiskt
dr det en systematisk upprepning som
bildar ett monster.
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Algebraiska uttrycksformer

Barn kan ofta ses gora linga rader av foremal ordnade i regelbundna mons-
ter. Samtidigt dr det for yngre barn svart att uttrycka regelbundenheten eller
regeln som de f6ljer i ord eller grafiskt. Det behévs dd andra uttryck for att visa
paregeln, det vill siiga att beskriva det abstrakta sambandet — algebra. Genom
att exempelvis rytmiskt betona de egenskaper som monster byggs upp av “rod
kamel-gul kamel-r6d kamel-gul kamel” gestaltas monstret som en repetitiv
ramsa. For att ytterligare poiingtera delarna som bygger upp regelbundenhe-
ten, kan ett tydligt rytmiskt monster ge stod: "Rod—gul [paus] rod—gul [paus]
rod—gul”.

Som tidigare nimndes ir det ingen sjilvklarhet for forskolebarn att ett
objekt kan bira innebdrden av nigot annat, si som en skriven siffersymbol
representerar ett antal foremdl, innu mindre att en bokstav kan ha betydel-
sen olika antal. Barn lir sig tidigt att bokstiver och siffror anvinds i olika sam-
manhang och har dirfér vanligtvis viisensskilda betydelser. I algebra 16ser man
i stillet upp dessa grinser. Nir barn uppmanas att representera eller "skriva pa
papper” ett antal foremal, avbildar de yngsta barnen ofta foremalen exakt eller
ritar runt det som ska representeras grafiskt. Att hantera abstrakta symbo-
ler eller bokstiver ir dirfor en process som med nddvindighet behdver ha sin
grund i konkret utforskande av sinnligt erfarna strukturer. Fingrarna fungerar
ofta som ett forsta steg i att representera antal.

Ett och samma problem kan oftast 16sas med stéd av olika uttrycksformer: i
bild, verbalt, numeriskt eller symboliskt. Ofta samverkar flera uttrycksformer,
till exempel att barn beriittar om ett numeriskt samband i en bild de ritat dir
ocksé symboler férekommer. Vilken form som viljs beror pa barns erfarenhe-
ter av liknande problemlésning, men i synnerhet pd barns f6rméga att dver-
sitta och generalisera delarna i problemet. For att 16sa problemet "Mormor har
minga honor och en katt. Djuren har 20 ben tillsammans. Hur minga honor
har mormor?” kan fyra uttryck anviindas:

o [ bild: Djuren ritas detaljerat pa ett papper och olika [6sningsforslag
provas diir antal ben dr synliga. Ett algebraiskt resonemang skulle hir rikta
uppmirksamheten mot de tre delar som problemet innefattar: kattens ben
(som inte ska riknas med i svaret), htnorna som har tva ben vardera och det
totala antalet ben fér bide katt och honor.

o Verbalt: Problemet har en verbal dimension som forutsitter
uppmirksamhet pa vad man fragar efter. Utmaningen i vart problem ligger
till exempel i att urskilja om det ir antalet honor eller ben som efterfrigas.

o Numeriskt: Problemet kan uttryckas och prévas numeriskt med
siffersymboler dir man adderar kattens fyra ben med hénornas tva
ben genom att skrivaner 4 +2+2+2+2+2+2+ 2+ 2 tills summan ir
20. Losningen pa problemet fir man di genom att riikna antalet tvior.
Det innebir att man méste skilja mellan representationens (siffrornas)
numeriska innebord och representationen som en enhet att rilkna (antalet
siffersymboler).

o Symboliskt: I den mest raffinerade formen far symboler och inte minst
likhetstecknet en betydelsefull roll uttryckt som 2x +4 =20 dir det
obekanta har ersatts med en bokstavssymbol.
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Sitten att uttrycka sambanden ser olika ut beroende p4 férmagan att hantera
abstrakta representationer men gemensamt ir att sambanden behover synlig-
goras pa nagot sitt och en regel upptickas for att 16sa problemet. Bildliga och
verbala uttryck kan hanteras av yngre barn men numeriska och symboliska
uttryck forutsitter en fordjupad forstielse av tal och rikneprinciper.

Att anvanda algebra

I borjan av texten sades att algebra ir ett redskap for tinkande och problem-
losning, vilket vi ocksa kan se exempel pa i verksamhet med yngre barn. I en
forskola arbetade de systematiskt med monster som ett innehill i olika tema-
arbeten. De undersdkte grundliggande aspekter av monster, hur monster
byggs upp och dven hur monster kunde anviindas. Ett exempel iir symboler for
musikinstrument eller ljud som grafiska bilder. Barnen gjorde egna monster av
bilderna och spelade upp dem tillsammans. De utvecklade formagor att dels
representera ljud eller musikaliska uttryck — bilden av en trumma kunde tol-
kas bade som att spela pa en trumma eller klappa hinderna mot knina — och
dels skapa regelbundenheteri ordningen s att de kunde forutse vad som skulle
spelas som nista moment.

Monster som representerar musikaliska uttryck, ordnade efter en bestimd regel.

Detirlitt att se mojligheterna att arbeta med monster, men svarare att beskriva
hur dettai praktiken leder till mer utvecklad algebra pa ett begripligt sitt i for-
skolan och forskoleklassen. En mojlighet kan vara att arbeta med problemlos-
ning, dir det blir nddvindigt att representera problemets delar for att proble-
met ska bli begripligt och méjligt att [6sa, det vill siga att se problemet ”framfor
sig”. En del foredrar att anvinda bilder och hanterar problemet vildigt kon-
kret, medan andra girna anvinder symboler. Hir vill vi in en ging poingtera
nodvindigheten av att barnen “gir med pa” att féremal eller hindelser kan
gestaltas pd annat siitt in genom de konkreta objekten i sig — fyra fingrar dr inte
bara fyra stycken fingrar utan kan ocksd representera antalet ben pa en katt.

[ forskolan och forskoleklassen moter barn i olika ssammanhang problem diir
uppgiften handlar om att ta reda pa en obekant del eller helhet. Om det dr fem
barn pd rutschkanan och det kommer tvd till, hur mdnga dr ni dd tillsammans?
Ett motsvarande uttryck i skrift visar pa en forindring: 5+2=__. Diremot
mdter barniforskolan mera sillan utmaningar som frigar efter likvirda antal pa




bada sidor om likhetstecknet, som i skrift skulle uttryckas som 3+__=5men
muntligt: Vi ska duka bordet till fem barn, det stir redan tre tallrikar pd bordet,
hur mdnga fler tallrikar behéver vi himta for att alla ska fd var sin? Anthony
Furness och Lisa Bjorklund Boistrup uttrycker detta si vackert som symme-
tri kring likhetstecknet, dir inneborden har karaktiren av att soka balans och
motsvarigheter. Likhetstecknets betydelse ir fundamental i savil aritmetiska
som algebraiska problemldsningssammanhang, dir en tydlig skillnad mirks i
om barn uppfattar likhetstecknet som att ndgot "blir” eller som likvirda bety-
delser pd bida sidor om tecknet. Den form av problemlésning som barnen
erbjuds skapar foljaktligen ocksa olika tolkningsméjligheter av dels problemets
ingdende delar och dels av de symboler som kan uttrycka problemet.

En annan innebord av likhetstecknet dir sjilva symbolen fir en mer fram-
tridande roll undersoks till exempel genom spriket, i betydelsen ”sanning”
katten har fyra ben “katt = 4 ben”, honan har fyra ben ”héna = 4 ben”. Aven
i forskolan dr symbolerna vi anvinder i algebra nirvarande, men inte alltid
uttryckta grafiskt. Balansvigenirett vanligt exempel for attillustrera symmetri
och likhet, och kan fungera som en 6vergang till de grafiska uttrycken.

Ska sma barn syssla med algebra?

Vi hivdar mot bakgrund av bade vetenskap och beprovad erfarenhet att barn
de facto sysslar med grundliggande aspekter av algebra frin tidig alder och
moter manga tillfillen dir deras begynnande kunnande kan utvecklas. Frigan
ir snarare hur lirare i forskolan och forskoleklassen kiinner igen och foljer upp
barnens resonemang och uttryck som just grund for algebra. Lirares forsta-
else for vad algebrakunskaper bygger pa och hur det tar sig uttryck bland yngre
barn &ppnar diremot fér minga goda mojligheter att erbjuda yngre barn red-
skap for deras tinkande och problemldsning, dir regler och generalisering ger
nya och framgingsrika sitt att 1dsa problem.

Forskolan och férskoleklassen dr egna skolformer dir lirandemilen har
karaktiren av "strivamot”. Det centralaiundervisningen iir dirmed att erbjuda
barn tillfillen att mota f6r dem villbekanta fenomen och utveckla forstaelse for
dem, men ocks att vidga barns erfarenhetsviirld och visa pa nya fenomen och
sitt att uttryckasig. Mot den bakgrunden ser vi att férskolebarn redan haller pd
med algebraiska resonemang i form av monster, symmetri (likhetstecknet) och
problemldsning, vilket har fullt stéd i styrdokumenten. De vuxnas roll ir att
forvalta och utveckla det redan pigiende kunskapandet och erbjuda nya och
fler sitt att forstd och anviinda firdigheterna.
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